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Abstract

Bei der Durchfithrung psychologischer Tests kommt es haufig dazu, dass Personen
einzelne Fragen auslassen und keine Antwort geben. Diese fehlenden Daten stellen
bei der Diagnose unterliegender Fiahigkeiten ein statistisches Problem dar, da der
Prozess, der diese erzeugt oft unbeachtet bleibt. Aufbauend auf eine Arbeit von
De Chiusole, Stefanutti, Anselmi und Robusto (2015) wurden zwei Modelle unter-
sucht, die im Rahmen der Theorie der Wissensstrukturen unterschiedliche Ursachen
bzw. Prozesse betrachten, die zu fehlenden Daten fithren und diese modellieren.
Auf Grundlage einer simulierten Wissensstruktur und empirischen Wissensstruktu-
ren aus den Skalen Erregbarkeit, Gehemmtheit und Gesundheitssorgen des Freibur-
ger Personlichkeitsinventars wurden die Modelle hinsichtlich Parameterwiederher-
stellung und Wiederherstellung des latenten Wissenszustands verglichen. Auflerdem
wurde ein Vergleich mit dem Basic Local Independence Model mit ausschliefilich
kompletten Antwortmustern vorgenommen. Es zeigt sich, dass die Modelle, die in
der Lage sind die fehlenden Daten zu modellieren besser die Parameter und latenten
Wissenszustédnde wiederherstellen. Dieser Vorteil ist nicht davon abhéngig, wie grof3
die Stichprobe ist, die der Schatzung zugrunde liegt. Weiterhin zeigen sich fiir das Ba-
sic Local Independence Model mit ausschlieSlich kompletten Antwortmustern starke
Verzerrungen bei kleinen Stichproben und grofiem Anteil fehlender Antworten. Diese
verschwinden jedoch mit zunehmender Stichprobengrofie bzw. geringerem Anteil feh-
lender Daten zunehmend. Auch bei Anwendung der sog. Missing-As-Wrong Trans-
formation weist das Basic Local Independence Model systematische Verzerrungen
bei der Parameterschiatzung und Wiederherstellung des latenten Wissenszustands
auf. Alles in allem zeigen sich fiir die beiden anderen Modelle deutliche Vorteile in

der Parameterschitzung und Wiederherstellung des latenten Wissenszustands.



1 EINLEITUNG 8

1 Einleitung

Die Theorie der Wissensstrukturen (Doignon & Falmagne, 1985) ist neben der klas-
sischen Testtheorie und der Item-Response Theorie eine weitere Moglichkeit (psy-
chologische) Tests im weitesten Sinne mathematisch zu beschreiben und so deren
Eigenschaften und Aussagekraft theoretisch zu erfassen. Sie unterscheidet sich dabei
radikal in der Herangehensweise: Es werden nicht aggregierte Daten iiber die Ant-
worten einer Person hinweg betrachtet, sondern die einzelnen Antwortmuster der
Personen bleiben komplett erhalten. Dies fithrt dazu, dass die Theorie der Wissens-
strukturen eine mengentheoretische ist, da sie unter anderem mit den Mengen der
richtig gelosten Aufgaben einer Person umgehen muss und diese nicht auf eine einzel-
ne Zahl reduziert. In der vorliegenden Arbeit soll der Umgang mit fehlenden Daten
in der Theorie der Wissensstrukturen niaher betrachtet werden. Ausgangspunkt bil-
det die Arbeit von De Chiusole et al. (2015), in welcher entsprechende Modelle
hergeleitet wurden sowie deren Simulationsmethodik. Aufbauend darauf werden Ei-
genschaften der Schatzungen, Verzerrung und Streuung, sowie das Ausgangsmodell

naher betrachtet.

Nachfolgend ein kurzer Uberblick iiber die Terminologie: Ausgangspunkt in der
Theorie der Wissensstrukturen ist das Paar (@, K). @ bezeichnet dabei den Wissens-
bereich, also eine nicht-leere und endliche Menge von zu lésenden Aufgaben ¢ € @)
(oft auch Items genannt) und K bezeichnet die sogenannte Wissensstruktur. Diese
Struktur ist eine Teilmenge der Potenzmenge von () und beinhaltet alle Wissenszu-
stinde K inklusive der Mengen () und Q). Die Wissenszustinde K beschreiben dabei
alle moglichen Kombinationen von Aufgaben, die eine Person theoretisch beherrscht
und die im Zusammenhang mit diesem Wissensgebiet vorkommen. Die Kardinalitét
der Wissensstruktur ist oft geringer als die der Potenzmenge von @, |K| < 2/9! | da
aufgrund logischer oder padagogischer Abhéingigkeiten zwischen den Aufgaben ge-
wisse Teilmengen von () keine Wissenszusténde darstellen. Beispielsweise wird eine
Person, die in der Lage ist Differenzialgleichungen zu losen keine Probleme damit ha-
ben eine einfache Addition vorzunehmen. Daher ist in einem Wissenszustand K, der
die Aufgabe zur Differenzialgleichung enthélt auch immer die Aufgabe zur einfachen
Addition enthalten und somit wird die Menge der theoretisch moglichen Wissenszu-
stande verkleinert. Diese Abhéngigkeiten zwischen den Aufgaben kénnen durch die

sogenannte Precedence-Relation < auf @), mit a < b gdw. ,a eine Voraussetzung?

Woraussetzung bedeutet hier: Wenn Aufgabe b beherrscht wird, wird auch Aufgabe a be-
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ist fiir b fiir alle a,b € @, beschrieben werden (Doignon & Falmagne, 1985).

2 Probabilistische Wissensstrukturen

Fiir eine realistischere Betrachtung des Losungsverhaltens von Personen muss das
Paar (@, KC) erweitert werden. Es wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung m = (7 ) gex
auf den Wissenszustinden K € K angenommen. 7y entspricht der Wahrschein-
lichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte Person sich im Wissenszustand K befindet.
Auflerdem wird die Méglichkeit richtig zu raten und einen Fliichtigkeitsfehler zu be-
gehen mit in die Theorie aufgenommen. Daher muss nun auch das Antwortmuster
R C @, die Menge der tatséchlich gelosten Aufgaben einer Versuchsperson von de-
ren unterliegendem Wissenszustand K unterschieden werden, da nicht mehr alle in
K enthaltenen Aufgaben gelost bzw. nicht in K enthaltenen Aufgaben nicht gelost
werden. Formal lassen sich die Fehler bei einer Aufgabe ¢ € ) folgendermafien be-
schreiben: richtig Raten (¢ € RAq ¢ K) und ein Fliichtigkeitsfehler (¢ € RAq € K).
Die Menge aller moglichen Antwortmuster R wird als R bezeichnet und entspricht im
Normalfall der Potenzmenge von (). Das darauf aufbauende géngigste Modell ist das
Basic Local Independence Model (BLIM; Doignon & Falmagne, 1999). Die namens-
gebende Annahme des Modells ist die der lokalen stochastischen Unabhéngigkeit:
Der Wissenszustand K € I liefert eine vollsténdige Charakterisierung der unter-
liegenden Fahigkeiten, d.h. bei festem Wissenszustand K ist das Antwortverhalten
iiber alle Aufgaben ¢ € ) unabhéngig. Das Losen oder nicht-Losen einer Aufgabe
hat somit bei festem Wissenszustand K keinen Einfluss auf das Losungsverhalten
bei einer anderen Aufgabe. Aulerdem wird angenommen, dass das Antwortverhalten
fir jede Aufgabe ¢ € @ durch einen Parameter 3, (Fliichtigkeitsfehler: Die Person
l6st die Aufgabe nicht, obwohl sie diese eigentlich beherrscht, ¢ € R A ¢ € K) und
einen Parameter 7, (Richtig Raten: Person 1ost die Aufgabe, obwohl sie diese nicht
beherrscht, ¢ € R A q € K) beschrieben wird. Dabei sind die Parametervektoren
B = (By)qeq und n = (n,),eq unabhingig von den Wissenszusténden in K, was be-
deutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen der beiden Fehler bei einer Aufgabe
q € @ in jedem Wissenszustand K gleich ist. Diese Annahme wird dadurch ge-
rechtfertigt, dass sich ohne sie die Anzahl der Parameter deutlich vergroflern wiirde
(Doignon & Falmagne, 1999).

Ausgehend von P(R, K), der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit des Antwortmus-

herrscht, be K = a € K
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ters R und des Wissenszustands K, lassen sich die Randverteilung 7 und die be-
dingte Wahrscheinlichkeit P(R | K) betrachten. Dabei besteht fiir alle R € R und
K € K der Zusammenhang

P(R,K)=P(R|K) 7k

Aufgrund der obigen Annahmen ergibt sich dann folgende Charakterisierung der
bedingten Wahrscheinlichkeit des Antwortmusters R gegeben des latenten Wissens-
zustands K der Person. Diese wird auch als sog. ,,Antwortregel des BLIM bezeich-

net:

5(1 qu,QEK

1-8, ge R geK

P(R|K)=][]re pa= ! (1)
7€Q ur geERqg K

(1-ny ¢ R q¢K

mit 3, der Wahrscheinlichkeit bei Aufgabe ¢ € ) einen Fliichtigkeitsfehler zu bege-

hen und 7, der Wahrscheinlichkeit richtig zu Raten.
Fiir die Wahrscheinlichkeit P(R) eines Antwortmusters R € R gilt dann auf-
grund des Gesetzes der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(R)=> P(R|K) mx

KeK

2.1 BLIM: Parameter und deren Schitzung

Die zu schétzenden freien Parameter des BLIM sind einmal die Wahrscheinlichkeiten
7 fir alle K € K sowie die Fehlerwahrscheinlichkeiten £, und 7, fir alle ¢ € Q.
Es ergeben sich somit aufgrund ), g = 1 insgesamt |IC] — 1 freie zu schéitzende
Wahrscheinlichkeiten 75 und je |Q| zu schitzende Fehlerwahrscheinlichkeiten 3, und
1q- Demgegeniiber stehen 2|Ql — 1 unabhiingig beobachtbare Haufigkeiten Np fiir die
Antwortmuster R € R.

2.1.1 ML-Schéitzung mit EM-Algorithmus

Da das BLIM &quivalent zu einem restriktiven Latent-Class Modell ist mit den
Wissenszustinden K € K als den latenten Klassen (Schrepp, 2005; Unlii, 2011),
kann auch hier der sog. EM-Algorithmus (Dempster, Laird & Rubin, 1977) eingesetzt
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werden um die Parameter des Modells zu schitzen (vgl. Stefanutti & Robusto, 2009).
Hierbei wird angenommen, dass neben den Antwortmustern R auch noch der latente
Wissenszustand K einer Person beobachtet werden kann. Mit diesen Datenpaaren
(R, K), deren absoluten Hé#ufigkeiten F(R, K) und D als der Menge aller Paare
(R, K) wird anschlieffend die Likelihood der vollstéandigen Daten bestimmt:

0| Bnm) =1 I PR K | B,m,m)" 50
RER KeK
Dann werden die folgenden zwei Schritte iterativ in jedem Durchgang ¢ wieder-
holt, bis der Algorithmus gegen einen Wert konvergiert und/oder ein bestimmtes

Abbruchkriterium erreicht wird:

e Expectation: Der Erwartungswert der absoluten (nicht-beobachtbaren) Héu-
figkeiten F'(R, K') wird auf Basis der im vorherigen M-Schritt geschitzten Pa-

rameter A0, (=1 und 7= berechnet:

E(F(R,K)) = Ng- P(K | R, 00,7~ #=1)

e Maximization: Mit F'(R, K) = £(F (R, K)) werden die neuen Maximum-Like-
lihood Schitzer A®, 7 und #® berechnet. Fiir die ML-Schitzungen in Durch-
gang t ergeben sich folgende Gleichungen (Herleitung: siehe Anhang A):

Bét) - 2 ner 2ier F(R, K) 'iqé(K\R)
> rer 2w F(RK) -iger

ﬁét) — 2 ner 2xex F(R K) - Z:qe(R\K)

> rer 2orex F(R K) - ige\k)

. 1
ReR

mit der Stichprobengréfie N =, » > cxc F(R, K) und den Indikatorvaria-
blen ¢, die nach dem Schema iger mit 7 =K\ R, T =K, T = R\ K und
T = Q \ K aufgebaut sind:

, 1 ,wenn qe€T
lgeT = (2)
0 sonst
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3 Umgang mit fehlenden Daten

Bei der praktischen Anwendung von Tests, Fragebogen u.i. ist es haufig der Fall,
dass Personen nicht alle Aufgaben bearbeitet haben, also weder eine richtige noch
falsche Antwort vorliegt. Griinde hierfiir sind vielfdltig und reichen von ,eine Per-
son gibt lieber keine, statt eine falsche Antwort, also nicht-Wissen“ bis ,aufgrund
von Zeitdruck konnen nicht alle Aufgaben bearbeitet werden®. Diese fehlenden Da-
ten miissen bei der Auswertung beriicksichtigt werden, damit es zu keinen syste-
matischen Verzerrungen bei der Parameterschitzungen und Wiederherstellung der
latenten Wissenszustdnde kommt. Dafiir ist wesentlich, wie diese fehlenden Daten
zustande kommen, also ob es z.B. Abhéngigkeiten zwischen den fehlenden Daten
und richtig gelosten Aufgaben gibt. Die verschiedenen Prozesse, die zu fehlenden
Daten fiihren, werden im folgenden auch als Dezimierungsmechanismen bezeichnet.
Little und Rubin (2002) unterscheiden drei wesentliche statistische Mechanismen,
die zu fehlenden Daten fiihren. Fiir deren Verstindnis betrachten wir eine n x m
Matrix Y, deren Spalten die verschiedenen Aufgaben und Zeilen die verschiedenen
Personen darstellen. Die Antwort einer Person ¢ auf die Aufgabe j wird in Y mit
y;; = 1 kodiert, wenn Person ¢ Aufgabe j 16st, sonst mit 0. Diese theoretische Matrix
Y enthélt die kompletten Daten. Zusétzlich gibt es eine n x m Matrix M, in der eine
fehlende Antwort von Person ¢ auf Aufgabe j mit m,; = 1 und sonst 0 kodiert wird.
Die Indikatorvariablen in M fiir fehlende Daten werden dann als Zufallsvariablen
betrachtet um anhand der bedingten Wahrscheinlichkeit P(M | Y') den Zusammen-
hang zwischen M und Y zu charakterisieren. Dieser ist ausschlaggebend fiir die

Unterscheidung der verschiedenen Dezimierungsmechanismen:

e Missing Completely at Random (MCAR): In diesem Fall gibt es keinen Zu-
sammenhang zwischen den fehlenden Daten M und den vollstdndigen Daten
Y, somit gilt P(M | Y) = P(M). Dieser Fall wird auch als ignorable missings
bezeichnet. Angewandt auf die Terminologie der Theorie der Wissensstruk-
turen gilt bei MCAR, dass der Dezimierungsmechanismus unabhéngig vom
Wissenszustand K ist. Dies ist z.B. dann der Fall, wenn Personen nur eine

zufillige Teilmenge von Aufgaben aus () zur Bearbeitung vorgelegt wird.

e Missing at Random (MAR): Hier wird die Matrix Y in einen beobachtbaren
Teil Y, und nicht-beobachtbaren Teil Y,,,;ss aufgeteilt. Letzterer kennzeichnet

das theoretische Antwortverhalten bei den nicht beantworteten Aufgaben. Bei

MAR héngt M nur von den beobachteten Daten Y, ab, es gilt also P(M |
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Y) = P(M | Yos). Dieser Fall wird hier jedoch nicht weiter behandelt werden.

e Not Missing at Random (MNAR?): Hier wird angenommen, dass die fehlen-
den Daten M nicht unabhéngig von Y,,;ss sind. Man spricht daher auch von
non-ignorable missings. Beit MNAR werden nun Abhéngigkeiten zwischen den
fehlenden Antworten M und dem Wissenszustand K angenommen. Dies be-
deutet, dass abhingig von den beherrschten Aufgaben in K, die fehlenden
Daten M variieren. Wenn man beispielsweise annimmt, dass Personen, die ei-
ne Aufgabe ¢ nicht beherrschen, ¢ ¢ K, eher dazu neigen keine Antwort zu

geben, als Personen, die ¢ beherrschen.

De Chiusole et al. (2015) haben fiir die beiden Félle MCAR und MNAR Abwand-
lungen des BLIM entwickelt, die die Modellierung der fehlenden Daten unter MCAR
und MNAR Bedingung erméglichen. Hierzu muss neben dem Antwortmuster R, der
Menge der richtig beantworteten Aufgaben ¢ € @, auch die Menge der fehlenden
Antworten M C (Q \ R) betrachtet werden. Alle moglichen Paare (R, M) werden
in der Menge Q zusammengefasst und stellen, neben den absoluten Haufigkeiten
F(R, M) die beobachtbaren Daten dar, @ = {(R,M): RC Q,M C (Q \ R)}. Fiir
die Likelihood dieser Daten gilt dann:

cQB.nm) = [ PR M|Bym)r @0

(R,M)eQ

Die nachfolgend beschriebenen Modelle unterscheiden sich dann in der Berech-
nung der Wahrscheinlichkeiten P(R, M).

3.1 Ignorable Missingness: IMBLIM

Das Ignorable Missingness BLIM (IMBLIM) beruht auf der Annahme, dass die
fehlenden Antworten der Personen dem MCAR Dezimierungsmechanismus entspre-
chen. Das heifit, dass hier keine Abhéngigkeiten zwischen den fehlenden Antwor-
ten M und dem Wissenszustand K angenommen werden. Unabhingig in welchem
Wissenszustand eine Person sich befindet und somit auch unabhéngig von der ein-
zelnen Aufgabe fehlen die Daten mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit. Der De-
zimierungsmechanismus wird also als unabhéngig von dem Prozess angesehen, der

die theoretisch vollsténdigen Daten R* erzeugt (De Chiusole et al., 2015). Fiir die

2Little und Rubin (2002) haben die Abkiirzung NMAR gewiihlt, da aber in dem Paper von De
Chiusole et al. (2015), auf das diese Arbeit groBitenteils aufbaut, die Bezeichnung MNAR verwendet
wird, soll diese hier auch so gewéhlt werden.
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Modellierung der fehlenden Antworten wird nun ein zweistufiger Prozess angenom-
men: Im ersten Schritt werden basierend auf dem BLIM und allen damit einherge-
henden Annahmen (siehe Abschnitt 2) die vollsténdigen Daten R* modelliert. Der
zweite Schritt besteht in der Anwendung des Dezimierungsmechanismus, der aus
() die fehlenden Daten M ,auswihlt“. Es gilt dann: R = R* \ M und man erhéilt
das beobachtbare Paar (R, M). Mathematisch bedeutet dies, dass zuerst die Wahr-
scheinlichkeiten P(R*, M | K) betrachtet werden konnen, also die Wahrscheinlich-
keiten der vollstdndigen Daten R* und der fehlenden Daten M gegeben die Person
befindet sich im Wissenszustand K. Aufgrund der Annahme, dass der Dezimie-
rungsmechanismus unabhéngig von dem Prozess ist, der die vollstédndigen Daten R*
erzeugt, gilt: P(R*,M | K) = P(R* | K) - P(M). Unter der plausiblen Annah-
me, dass P(M) unabhingig von den Parametern § und 7 ist, folgt daraus dann
P(R*,M) = P(M) ) pcx P(R* | K) - mg. De Chiusole et al. (2015) haben gezeigt,
dass darauf aufbauend fiir die Wahrscheinlichkeit der Daten (R, M) gilt:

P(R,M) = P(M) Y P((R,M)" | K) - mx (3)
Kek

mit:
)
Bq quaquang

§ 1-6;, q€RqeK,q¢g M
P((R,.M)" | K) =[] pe» Py = ! (4)
9€Q Mg qERqEK,q¢g M

\1_7711 quaqu7q¢M

wobei (R, M)* die Menge der zum Paar (R, M) kompatiblen Antwortmuster dar-
stellt, d.h. (R, M)* = {RUC : C C M}. Es wird hier also strukturell die Antwortre-
gel des BLIM (vgl. Gleichung (1)) angewendet, nur dass die Aufgaben mit fehlenden

Antworten nicht beriicksichtigt werden.

Bei keinen fehlenden Daten, also M = (), sind die Vorhersagen fiir IMBLIM und
BLIM identisch, da wie oben leicht zu sehen, die Wahrscheinlichkeit P((R, M)* | K)
zu P(R | K) wird.

3.2 Non-ignorable Missingness: MissBLIM

De Chiusole et al. (2015) haben auch fiir den MNAR Dezimierungsmechanismus
eine Erweiterung des BLIM hergeleitet. Hierbei wird nun die Unabhéngigkeit zwi-
schen den fehlenden Antworten M und dem Wissenszustand K aufgegeben. Je nach

Wissenszustand K ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Item ¢ € @ nicht
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beantwortet wird verschieden. Dies ermoglicht eine viel flexiblere Modellierung der
fehlenden Antworten, hat aber auch einen Anstieg der Parameter zur Folge. Insge-
samt werden zusétzlich 2 - |@)| Parameter benotigt. Es ldsst sich aufgrund der Néhe
zu Latent-Class-Modellen folgendes Modell aufstellen (De Chiusole et al., 2015):

P(R,M) =Y P(R.M)"| K)-P(M | K)-mx (5)
Kek

mit P((R, M)* | K) wie in Gleichung (4) und der bedingten Wahrscheinlichkeit der
fehlenden Antworten M gegeben den latenten Wissenszustand K, P(M | K). Die
Abhéngigkeit zwischen M und K fiithrt dazu, dass die Wahrscheinlichkeit P(M | K)
definiert werden muss. Hierzu sind zwei Annahmen zu treffen: Erstens ist wie schon
bei dem Antwortmuster R bei der Anwendung des BLIM auch fiir die fehlenden
Antworten M die Annahme der lokalen stochastischen Unabhéngigkeit wichtig. Sie
besagt, dass bei festem Wissenszustand K das nicht-Beantworten bzw. Beantworten
einer Aufgabe keinen Einfluss auf das Antwortverhalten bei den anderen Aufgaben
hat. Die gesamte Information iiber die fehlenden Daten steckt somit in dem Wissens-
zustand K. Die zweite Annahme beschreibt die mathematische Modellierung und ist
eng mit der ersten verkniipft. Es wird angenommen, dass P(M | K) folgendermaflen
beschrieben werden kann (De Chiusole et al., 2015):

(

g qgeM,ge K
l—py q¢MqgeK
P(M | E) =[] re pe= (6)
2€Q Iq qeEM,q¢ K
(1—pg ¢EM,q¢ K

ftq beschreibt hier die Wahrscheinlichkeit, dass Aufgabe ¢, wenn sie in K enthal-
ten ist, nicht beantwortet wird, und p; beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass die
Aufgabe nicht beantwortet wird, wenn sie nicht in K enthalten ist. Uber diese Pa-
rameter 1 = (fg)qeq Und i = (1g)qeq lasst sich somit die Abhéngigkeit zwischen M
und K erfassen.

Fiir den Zusammenhang zwischen BLIM und MissBLIM gilt, dass sie dquivalent
sind, sobald keine fehlenden Antworten existieren, also M = () gilt. Dies ldsst sich fiir
P((R,M)* | K) leicht anhand der Beziehung zwischen BLIM und IMBLIM zeigen.
Weiterhin gilt fiir P(M | K), dass aufgrund M = ) die Parameter u, und p; gleich
0 sind und somit nur die Paare (R, M), bei denen M = () eine Wahrscheinlichkeit
P(R,M) > 0 haben (De Chiusole et al., 2015). Bei vollsténdigen Daten sind also
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alle drei Modelle, BLIM, IMBLIM und MissBLIM, dquivalent.

3.3 Sonderfall BLIM

Da das BLIM in der urspriinglichen Form nicht mit fehlenden Daten umgehen kann,
miissen die fehlenden Antworten transformiert oder fiir die Schiatzung der Parameter
des BLIM ausgeschlossen werden. Das Ausschliefen der Antwortmuster, die fehlende
Daten enthalten, kann dazu fiithren, dass die Schéitzungen sehr ungenau werden, da
die Stichprobengréfie mit zunehmendem Anteil fehlender Daten abnimmt. Auf der
anderen Seite ist eine Transformation der fehlenden Werte immer mit Annahmen
verbunden, die, wenn sie nicht gerechtfertigt sind, zu einer Verzerrung der Schiit-
zungen fithren kénnen. Die géngigste Annahme hierbei ist, dass fehlende Daten auf-
grund nicht-Wissen zustande kommen. Eine Person beantwortet danach eine Frage
nicht, wenn sie diese nicht beherrscht. Die anzuwendende Transformation ist dann die
»Missing-as-Wrong“-Transformation (im Folgenden: MAW-Transformation). Fehlen-
de Antworten werden also der Menge der nicht gelosten Aufgaben zugeordnet. De
Chiusole et al. (2015) haben gezeigt, dass die MAW-Transformation bei Daten, die
dem im MissBLIM postulierten Prozess entstammen, zu systematischen Verzerrun-

gen der Schétzungen Bq und 7), fithrt. Diese Verzerrungen sind proportional zu den i,

true

B als den wahren Werten der Parameter

und p; Parametern. Es gilt mit Bgme und 7

B, und
ABYAY = By = B = g (1= 57) 20 (7)
An(]]WAW _ ﬁq . 77Zr‘ue ST 77(z;r‘ue S 0 (8)

Die beiden Spezialfille des BLIM sowohl mit MAW-Transformation als auch mit
ausschlieflich den vollstandigen Antwortmustern werden im folgenden als BLIMyaw

bzw. BLIMcomp bezeichnet.
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4 Parameterschitzung

Wie schon fiir das BLIM (vgl. Abschnitt 2.1.1) kann die Schitzung der Parameter des
IMBLIM sowie des MissBLIM mithilfe des EM-Algorithmus erfolgen (De Chiusole
et al., 2015). Es wird hierbei angenommen, dass neben dem Paar (R, M) auch der
jeweils zugehorige Wissenszustand K beobachtbar ist. Fiir die Schiatzung muss die
Likelihood der vollstdndigen Daten aufgestellt werden. Dann konnen die erwarteten
absoluten Héaufigkeiten F'(R, M, K) im Durchgang ¢ mit den Parameterschétzungen
des vorherigen Durchgangs ¢ — 1 berechnet und die neuen Maximum-Likelihood-
Schétzer geschétzt werden. Die letzten beiden Schritte werden nun iterativ so lange
wiederholt, bis der Algorithmus gegen einen Wert konvergiert und /oder ein bestimm-
tes Abbruchkriterium erreicht wird.

Fiir die Likelihood der vollstéandigen Daten Q, als der Menge aller mégliche Tri-
pel (R, M, K) und dem Parametervektor 0, der alle Parameter des Modells enthélt,

gilt allgemein:

Lk 0= [ P@®MK|6FEMD

(R,M,K)eQk

Fiir das IMBLIM folgt daraus mit den Parametervektoren 5, n und = fiir alle Auf-
gaben ¢ € () bzw. Wissenszustinde K € K

o pnm= [ (POD-PURMY | K.pn)-me) (o)
(R,M,K)eQ K

und fiir das MissBLIM gilt mit zusétzlich den Parametervektoren y fiir alle Para-

meter p, und [ fiir alle Parameter p;

_ * _ F(R,M,K
Lk | Binmmp =[] (PUR M) | K B,n)P(M | K, pp5)mg) "
(R,M,K)eQk

(10)

Der benoétigte Erwartungswert fiir die absoluten nicht-beobachtbaren Héufig-
keiten F'(R, M, K) im Durchgang ¢ mit den Parameterschitzungen 0(=1 aus dem
vorherigen Durchgang und den beobachtbaren absoluten Haufigkeiten F'(R, M) der
richtig gelosten Aufgaben R und fehlenden Antworten M lésst sich allgemein fol-

gendermaflen berechnen:

E(F(R,M,K)) = F(R,M) - P(K | R, M, %) (11)
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Die Wahrscheinlichkeit P(K | R, M, 0% D) lisst sich dann fiir das IMBLIM und
MissBLIM mit Hilfe des Satz von Bayes berechnen

P(R,M | K,0%V) . 7y

P(K ‘ Ra Maé(til)) = =
P(R, M | §¢-D)

(12)

mit P(R,M | K) = P((R,M)* | K,3% D 4¢=D). P(M) fiir das IMBLIM mit
P((R, M)* | K, 3% 4=V wie in Gleichung (4) und P(M) als der relativen Hiu-
figkeit der fehlenden Antworten M. Fiir das MissBLIM gilt entsprechend P(R, M |
K)= PR, M)* | K, nt=D). P(M | K, u* Y, i) mit den Gleichungen (4)
und (6). Weiterhin ist P(R, M) in Gleichung (3) fiir das IMBLIM bzw. in Gleichung
(5) fiir das MissBLIM definiert.

Mit diesen erwarteten nicht-beobachtbaren Haufigkeiten £(F (R, M, K)) fiir
F(R,M, K) in die Likelihood (9) bzw. (10) eingesetzt, konnen fir den Durchgang
t nun neue ML-Parameterschitzungen berechnet werden. Hierfiir ist die Likelihood
partiell nach den einzelnen Parametern abzuleiten, Null zu setzen und anschlieend
nach den Parametern aufzulosen. Es ergeben sich fiir das IMBLIM folgende Schét-
zungen fiir die Parameter im Durchgang ¢, wobei die Indikatorvariablen ¢ nach
dem gleichen Schema wie in Gleichung (2) aufgebaut sind (fiir eine Herleitung der

ML-Schétzer siche Anhang A):

> raryeor F (B M, K) - iger\(run)

By = : (13)
! Z(R,M,K)EQK F(R,M,K) - lge K\M
A0 = 2 rryeay FUL M K) -igeri (14)
T Y rmryeor (R M, K) - igeq\(muk)
1
(1) _
" TN > F(RMK) (15)

(R,M)€Q
mit der Stichprobengréfie N = Z<R,M’K>€QK F(R,M,K).
Fiir das MissBLIM ergeben sich fiir g, n und 7 die gleichen ML-Schétzer wie in
den Gleichungen (13), (14) und (15) fur das IMBLIM beschrieben. Hinzu kommen

jedoch noch die Schiatzungen fiir die Parameter p und ji:

Ia(t) — Z<R7M7K>6QK F(Rv M, K) - lge KNM
! Z<R7M,K>€QK F(R7 Ma K) . iqu

/)(-t) _ Z<R7MaK>€QK F(R, M, K) - igernk
! drarxyeoy PR M, K) igeq\

(16)

(17)
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5 Methoden

Die Anpassungen des BLIM fiir den Umgang mit fehlenden Daten wurden zuerst wie
bei De Chiusole et al. (2015) anhand einer simulierten Wissensstruktur verglichen.
Um jedoch zu iiberpriifen, ob diese Befunde sich auch basierend auf einer empirischen
Wissensstruktur zeigen, wurden dariiber hinaus drei empirische Wissensstrukturen
aus der Normstichprobe des Freiburger Personlichkeitsinventars (Fahrenberg, Ham-
pel & Selg, 2010) hergeleitet.

5.1 Simulation der Daten und Wissensstruktur

Fiir den Vergleich der Modelle wurden verschiedene Datensétze simuliert. Dabei
wurden dquivalent zu dem Vorgehen von De Chiusole et al. (2015) drei verschie-
dene Bedingungen betrachtet, wie die fehlenden Antworten zustande kommen kon-
nen. Ausgangspunkt bildete eine simulierte Wissensstruktur K, auf der Menge der
Aufgaben @) und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung = auf K. Diese Wissensstruk-
tur wurde zufillig aus der Potenzmenge P(Q) mit || = 25 erzeugt, indem ohne
zuriicklegen zufillig 500 Elemente aus P(Q)) gezogen wurden. Die Wahrscheinlich-
keitsverteilung m wurde generiert indem 500 mal aus der Gleichverteilung unif(0, 1)
gezogen wurde und diese Werte dann auf 1 summennormiert wurden. Die Parameter
f und n wurden jeweils aus der Gleichverteilung unif(0,0.1) gezogen. Zwischen den
verschiedenen simulierten Datensétzen variierten die Parameterwerte fiir die 5-, n-
und 7-Parameter nicht.

Die Simulation der Daten einer Person erfolgt folgendermafen:
1. Ein Wissenszustand K € K, wird mit Wahrscheinlichkeit 7 zufillig gezogen.

2. Basierend auf diesem Wissenszustand K wird mit Hilfe des BLIM und den

zugehorigen Parametern § und 7 das vollstdndige Antwortmuster R* simuliert.

3. Ein Dezimierungsmechanismus wéhlt aus ) die Menge der fehlenden Antwor-
ten M. Dafiir werden die Wahrscheinlichkeiten P(q € M | ¢ € K) = 4
und P(q € M | ¢ ¢ K) = pg betrachtet. Diese korrespondieren zu den ent-
sprechenden Parametern des MissBLIM und geben an, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit eine Aufgabe, die in K enthalten ist, nicht beantwortet wird,
P(qg € M | ¢ € K), bzw. mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Aufgabe, die
nicht in K enthalten ist, nicht beantwortet wird, P(¢ € M | ¢ € K).

4. Mit R = R*\ M erhélt man dann das beobachtbare Antwortmuster R.
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Fiir jede simulierte Person ergibt sich somit ein Tripel bestehend aus Antwortmuster
R, fehlenden Antworten M und latentem Wissenszustand K. Ein simulierter Daten-
satz entsteht dann durch das N-fache Ausfithren der Schritte 1-4. N ist dement-
sprechend die Stichprobengrofle. In Schritt 3 wurden verschiedene Dezimierungsme-
chanismen verwendet, die im folgenden erldutert und in Tabelle 1 zusammengefasst

sind.

5.1.1 MCAR

Fiir die MCAR Bedingung (im Folgenden auch nur mc genannt) wird angenom-
men, dass der Dezimierungsmechanismus unabhéngig vom Wissenszustand K ist.
Die Menge der fehlenden Antworten M entsteht dann dadurch, dass jede Aufgabe
q € @ mit einer festen Wahrscheinlichkeit in die Menge M aufgenommen wird. In
einem Datensatz war diese Wahrscheinlichkeit immer gleich, nahm aber iiber die
Datensitze hinweg folgende Werte an: {0.1,0.2,0.3,0.4}.

5.1.2 ks-MNAR

In der ks-MNAR Bedingung (im Folgenden auch nur ks genannt) wird der Fall si-
muliert, dass Personen ein Item, welches sie nicht beherrschen (¢ ¢ K), mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit nicht beantworten. Dafiir wurde jede Aufgabe q ¢ K
mit einer Wahrscheinlichkeit der Menge M zugeordnet. Uber die Datensitze hinweg
nahm diese Wahrscheinlichkeit folgende Werte an: {0.2,0.4,0.6,0.8}. Diese Wahr-
scheinlichkeiten entsprechen dem doppelten derer bei MCAR um den gleichen Anteil

an fehlenden Antworten zu erzeugen.

5.1.3 iks-MNAR

In der iks-MNAR Bedingung (im Folgenden auch nur iks genannt) variiert nun
sowohl die Wahrscheinlichkeit, dass eine Aufgabe, die nicht im Wissenszustand K
enthalten ist, nicht beantwortet wird, als auch die Wahrscheinlichkeit, dass eine Auf-
gabe, die im Wissenszustand K enthalten ist, keine Antwort erhélt. Dafiir wurden
die Parameter P(¢ € M | g € K) = p,und P(qg € M | ¢ ¢ K) = pg aus Gleich-
verteilungen gezogen. Insgesamt wurden fiinf Kombinationen C'1 bis C'5 betrachtet.

Die genauen Gleichverteilungen fiir p, und pz sind Tabelle 1 zu entnehmen.
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Tabelle 1

Parameterwerte i, und pg der verschiedenen Dezimierungsmechanismen fiir die Da-
tensdtze basierend auf der simulierten Wissensstruktur ICs.

MCAR ks-MNAR iks-MNAR
Hq Mg Hq Hq Hq Hq
mcCqo 0.1 0.1 k810 0 0.2 ikSCl [4, 5] (O, 1]
meag 0.2 0.2 ksag 0 04  ikses .3, 4] [1,.2]
mcsgo 0.3 0.3 kSgo 0 0.6 ikSCg [2, 3] [2, 3]
1MCyp 0.4 0.4 kS40 0 0.8 ikSC4 []_, 2] [3, 4]
iksos 0,.1] .4, .5]

Anmerkung. Die tiefgestellten Zahlen bei den MCAR und ks-MNAR Kombinationen geben
den zu erwartenden Anteil fehlender Antworten an.

Fiir jede dieser 13 Simulationsarten® wurden 200 Datensétze simuliert, die Stich-
probengrofle betrug dabei jeweils N = 100000. Diese groflen simulierten Stichproben
ermoglichen asymptotische Aussagen iiber die Modelle. Fiir eine Einschiatzung bei
kleineren Stichproben wurde N dariiber hinaus auch variiert. Es wurden Datensét-
ze fiir die folgenden Werte N = {100, 200,400, 800, 1600, 3200, 6400, 12800, 25600 }

simuliert.

5.2 Empirische Wissensstruktur

AuBer der kiinstlich simulierten Wissensstruktur wurden auch drei empirische Wis-
sensstrukturen auf Basis der Normierungsstichprobe des Freiburger Personlichkeit-
sinventars (Fahrenberg et al., 2010) hergeleitet. Das FPI-R ist ein deutschsprachiger
Personlichkeitstest zur Messung individueller Personlichkeitsmerkmale. Es handelt
sich dabei um ein faktorenanalytisch und item-metrisch begriindetes Verfahren (Fah-
renberg et al., 2010), welches im deutschsprachigen Raum weit verbreitet ist. Ein-
setzbar ab 16 Jahren soll die Personlichkeit auf 10 + 2 Skalen* gemessen werden. Die
insgesamt 138 Items werden dabei auf einer dichotomen Skala (,,Stimmt“ vs. , Stimmt
nicht“) beantwortet. Es existiert eine geschlechts- und altersspezifische Normierungs-
stichprobe aus dem Jahr 1999 (Fahrenberg et al., 2010) bestehend aus N = 3740
Probanden. Deren mittleres Alter betrug 45.84 Jahre (SD = 17.66) und 47% gaben

3Vier verschiedene MCAR, vier verschiedene ks-MNAR und fiinf verschiedene iks-MNAR Be-
dingungen.

4Die Skalen des FPI-R lauten: Lebenszufriedenheit, Soziale Orientierung, Leistungsorientie-
rung, Gehemmtheit, Erregbarkeit, Aggressivitéit, Beanspruchung, Korperliche Beschwerden, Ge-
sundheitssorgen, Offenheit sowie die zwei Sekundérskalen Extraversion und Emotionalitdt im Sinne
der Personlichkeitstheorie Hans Jiirgen Eysencks.
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an weiblich zu sein. Fiir die Erstellung der Wissensstrukturen in R (R Core Team,
2020) wurden dhnlich zu dem Vorgehen in der Bachelorarbeit von Maurer (2019) die
Skalen Erregbarkeit, Gehemmtheit und Gesundheitssorgen betrachtet und angelehnt
an die Item Tree Analyse (Schrepp, 1999; Van Leeuwe, 1974) die Wissensstrukturen
erstellt. Dazu wurden die R-Pakete ,relations* (Meyer & Hornik, 2019), ,,Rgraph-
viz“ (Hansen et al., 2020) und ,,pks“ (Heller & Wickelmaier, 2013) verwendet. Die
einzelnen Items der drei Skalen kénnen Anhang B entnommen werden.

Fiir die je 12 Items der Skalen Erregbarkeit, Gehemmtheit und Gesundheitssor-
gen® wurden jeweils nur die kompletten Antwortmuster betrachtet. Da in der Nor-
mierungsstichprobe fehlende Antworten enthalten waren, reduzierte sich die Stich-
probengrofie je nach Skala etwas. In Tabelle 2 sind die absolute Héufigkeit fehlender
Antworten sowie die Anzahl einzigartiger Antwortmuster fiir die drei Skalen zu-
sammengefasst. Die Stichprobenkennwerte fiir die Stichproben der einzelnen Skalen

verdnderten sich aufgrund der fehlenden Daten nur marginal.

Tabelle 2

Absoluter Anteil fehlender Antworten (0, 1 oder 2), Anzahl verschiedener Antwort-
muster sowie der gewdhlte Schwellenwert L fir die dreiv Skalen des FPI-R.

Fehlende Antworten

Skala 0 1 2 Antwortmuster Schwelle L
Erregbarkeit 3691 48 1 1240 194
Gehemmtheit 3679 57 4 1316 270
Gesundheitssorgen 3706 34 0 1350 277

Anmerkung. Aufgrund einiger Antwortmuster mit fehlenden Antworten reduziert sich die
zugrunde liegende Stichprobe fiir jede Skala entsprechend.

Zur Untersuchung der Abhéngigkeitsbeziehungen wurden alle paarweisen Kom-
binationen der Items p, ¢ € @ fiir alle Skalen getrennt betrachtet. Die absolute Hau-
figkeit by, mit der Item p mit ,Stimmt nicht* und gleichzeitig Item ¢ mit ,Stimmt*
beantwortet wurde, stellt dann ein Maf3 dafiir dar, wie stark fiir dieses Item die
Precedence-Relation p < ¢ (vgl. Einleitung) verletzt ist. Fiir die Erstellung ei-
ner Wissensstruktur muss nun eine Schwelle L definiert werden. Solange b,, < L
gilt, wird eine Abhéngigkeitsbeziehung zwischen den Items p und ¢, wie in der

Precedence-Relation beschrieben, konstatiert und in die Struktur aufgenommen. Die

5Diese Skalen wurden aus den 10 + 2 Skalen des FPI-R ausgewshlt, da sie zu moderat grofien
Wissensstrukturen bei ,vergleichsweise guter Anpassung® fithren (J. Heller, Personliche Kommu-
nikation, 07.09.2020). Eine moderate Grofie (500 - 1500) der Wissensstruktur war unumginglich,
da sonst der Rechenaufwand zu grofi geworden wiére.
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entsprechenden Schwellenwerte, die eine gute Anpassung bei moderater Groéfle der
Wissensstruktur erzielten (J. Heller, Personliche Kommunikation, 07.09.2020) sind
Tabelle 2 zu entnehmen. Mit diesen wurden die Precedence-Relationen <c,r, <gen
und <, sowie darauf aufbauend die Wissensstrukturen e, Kyer, und Kyes be-
stimmt. Mit den absoluten Haufigkeiten fiir die verschiedenen Antwortmuster wurde
nun das BLIM mit dem EM-Algorithmus an jede der drei Wissensstrukturen ange-
passt. Auf Basis der erhaltenen Parameter 3, n und m wurden dann dquivalent zu
dem Vorgehen bei der simulierten Wissensstruktur g neue Datensétze mit fehlenden
Daten simuliert. Auch hierbei wurden die drei verschiedenen Dezimierungsmecha-
nismen MCAR, ks-MNAR und iks-MNAR angewendet. Aufgrund der Befunde in
der Normierungsstichprobe wurde der Anteil fehlender Daten jedoch auf maximal
15% verringert, da bei den je 12 Items der Skalen maximal zwei fehlende (~ 17%)
auftraten. Die entsprechenden Parameter fiir die verschiedenen Dezimierungsmecha-
nismen sind Tabelle 3 zu entnehmen. Es wurden fiir die drei Wissensstrukturen /C,,..,
Kgen, und Kyes in jeder Dezimierungsbedingung 200 Datensétze simuliert mit jeweils
3700 simulierten Antwortmustern®. AuBerdem wurden die gleichen Simulationen mit
10000 simulierten Antwortmustern durchgefiihrt, um das Verhalten bei einer grofie-
ren Stichprobe zu betrachten. Die Ergebnisse fiir die groflere simulierte Stichprobe
mit N = 10000 sind Anhang F' zu entnehmen.

Tabelle 3

Parameterwerte pg und pg der verschiedenen Dezimierungsmechanismen fiir die si-
mulierten Datensdtze basierend auf den Wissensstrukturen Kepyr, Kgep, und Kyes des

FPI-R.

MCAR ks-MNAR iks-MNAR
Hq Mg Hq Hg Mg Mg
mc; 0.01 0.01 ks, 0 0.02 iks.; [.10,.15] (0,.01]
mcs 0.05 0.05 kss 0 0.10 iks.o [.05,.10] [.01,.05]
mcyg 0.10 0.10 ksio 0 0.20 iks.3 [.01,.05] [.05,.10]
mcis 0.15 0.15 ksis 0 0.30 ikSe4 (0,.01] [.10,.15]

Anmerkung. Die tiefgestellten Zahlen bei den MCAR und ks-MNAR Kombinationen geben
den zu erwartenden Anteil fehlender Antworten an.

5Diese Zahl war angelegt an die Stichprobengrée der Normierungsstichprobe des FPI-R.
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5.3 Implementierung der Modelle in R

Um die Modelle BLIM (BLIMpaw bzw. BLIMconmp ), IMBLIM und MissBLIM an die
simulierten Datensitze anzupassen, wurden diese in R (R Core Team, 2020) bzw.
C++ (Stroustrup, 1998) mit Hilfe der Pakete ,Rcpp“ (Eddelbuettel & Frangois,
2011) und ,RcppEigen“ (Bates & Eddelbuettel, 2013) implementiert. Die Zuhilfe-
nahme einer kompilierten Programmiersprache wie C++ und der Vorlagenbibliothek
,Eigen* (Guennebaud & Jacob, 2010) fiir die lineare Algebra war notig um die Re-
chenzeiten zu verkiirzen und die CPU- und Arbeitsspeicherressourcen effizienter zu

nutzen.

5.4 Modellvergleich

Um die verschiedenen Modelle zu vergleichen wurden dquivalent zu dem Vorgehen
von De Chiusole et al. (2015) sowohl die Verzerrungen der Parameterschitzungen
Bq — ﬂé’"ue und 1), — 77(’;’"“6 berechnet als auch die Wiederherstellung des unterliegenden
Wissenszustands K betrachtet. Die Verzerrungen wurden jeweils in Abhéngigkeit des
Modells (BLIMyaw, BLIMcomp, IMBLIM und MissBLIM) sowie des fehlende Da-
ten generierenden Prozesses (MCAR, ks-MNAR und iks-MNAR) gemittelt und fiir
einen Uberblick wurde die mittlere Verzerrung iiber alle Aufgaben g berechnet. Fiir
die Wiederherstellung des unterliegenden Wissenszustands K einer Person wurde
der Modalwert der Wahrscheinlichkeiten P(K | R, M,6) (vgl. Gleichung (12)) fiir
alle K € K berechnet und als der durch das Modell vorhergesagte unterliegende
Wissenszustand K angenommen. Um die Genauigkeit von K zu bestimmen wurde
die symmetrische Mengendistanz d(K, K¢ = (K \ K'¢) U (K™ \ K)| fiir jedes
an die Daten angepasste Modell berechnet. K¢ ist dabei der wahre Wissenszu-
stand der Person. Auch die symmetrische Mengendistanz wurde in Abhéngigkeit
des Modells und des fehlende Daten generierenden Prozesses (MCAR, ks-MNAR
und iks-MNAR) gemittelt, um die Daten besser veranschaulichen zu kénnen.

Zusétzlich zu den Auswertungen von De Chiusole et al. (2015) wurde auch die
Streuung der Verzerrung fiir Bq und 7, fiir die verschiedenen Modelle betrachtet.
Diese kann bei gleicher Verzerrung ein weiteres Kriterium fiir die Auswahl eines
Modells darstellen.
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6 Ergebnisse

Nachfolgend werden die Ergebnisse zuerst basierend auf der simulierten Wissens-
struktur K, und anschliefend basierend auf den empirischen Wissensstrukturen /C.,.,
Kgen und KCyes vorgestellt. Fiir die Abbildungen wurde das R-Paket ,, ggplot2* (Wick-
ham, 2016) verwendet.

6.1 Simulierte Wissensstruktur

Die simulierte Wissensstruktur K, umfasste 500 zuféillige Wissenszustinde K € K,
und basierte auf einer Aufgabenmenge ) mit 25 Elementen. Die - und n-Parameter
wurden zuféllig aus der Gleichverteilung unif(0,0.1) gezogen. Es gab keine im Vor-
hinein festgelegten Abhéngigkeiten und es wurden auch keinerlei Verdnderungen
(z.B. Abgeschlossenheit beziiglich Mengenvereinigung) an der simulierten Struktur
vorgenommen. Das fiihrt dazu, dass die enthaltenen Abhéngigkeiten implizit und

womoéglich sehr zahlreich bleiben.

6.1.1 Parameterwiederherstellung

In Tabelle 4 sind die Verzerrungen der Parameterschéitzungen in Abhéngigkeit des
Modells und Dezimierungsmechanismus iiber die 25 Aufgaben gemittelt dargestellt.
Abbildungen dieser Verzerrungen in Abhéngigkeit der wahren Parameterwerte kon-
nen Anhang C entnommen werden’. Es zeigt sich fiir den MCAR-Fall, dass das
BLIMcomp bei hinreichend grofier Stichprobe keine systematischen Verzerrungen
aufweist. Dies ist dann der Fall, wenn aufgrund nicht zu hohem Anteil fehlender
Antworten die Stichprobe mit kompletten Daten noch hinreichend grof ist. Tabelle
5 ist zu entnehmen, dass mit steigendem Anteil fehlender Daten, die Anzahl voll-
standiger Antwortmuster rapide zuriickgeht. Das BLIMyaw dagegen zeigt deutliche
Verzerrungen, die den in Gleichung (7) und (8) bestimmten theoretischen entspre-
chen. Fiir IMBLIM und MissBLIM gilt, dass diese bei MCAR keine systematischen
Verzerrungen aufweisen.

Fiir den ks-MNAR-Fall zeigen sich beim BLIMcowmp ab 30% fehlender Daten sys-
tematische Verzerrungen. Das BLIMyaw schéitzt wie zu erwarten die S-Parameter
genau, aber bei den n-Parametern ergeben sich die theoretisch zu erwarteten Ver-
zerrungen. Das IMBLIM schneidet etwas schlechter als das BLIMgoump ab und das

"Die Ergebnisse in den Abbildungen gehen wenig iiber die in Tabelle 4 dargestellten Ergebnisse
hinaus. Fiir eine Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen von De Chiusole et al. (2015) wurden sie
jedoch in Anhang C beigefiigt.
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Tabelle 4

26

Verzerrungen der Parameterschdtzungen in Abhdngigkeit des Modells und Dezimie-
rungsmechanismus tber alle Aufgaben q gemittelt.

BLIMcowmp BLIMyaw IMBLIM MissBLIM

Bias 4 Biasn Bias 8 Biasnp Bias/ Biasn Bias Biasnp
mcyg  —0.02 0.00 9464 —5.02 0.00 0.01 0.00 0.01
mcyy  —0.02  —0.24 189.26 —10.07 —0.04 0.00 —0.04 0.00
mMCsg 0.55 1.52  283.88 —15.11 —0.02 0.00 —0.02 0.00
mcyy 41520 418.12 37848 —-20.15 —0.02 0.00 —0.02 0.00
ksio 0.00 0.10 0.00 —10.08 —0.46 0.55 0.00 —0.02
ksog 0.10 —0.34 0.00 —-20.15 —2.07 3.55 0.00 —0.01
ksgy —1.11  63.88 —0.01 —-30.21 —6.02  20.60 —0.01 0.00
ksyo —13.69 565.39 —0.01 —40.27 —44.45 463.16 0.00 0.01
ks 0.50 —0.04 42593 —2.53 6.00 —3.02 0.01 0.01
iksco  —1.03 —0.23 331.15 —7.62 242 —1.69 0.01 —0.01
ikscg  —0.54 0.08 236.39 —12.59 0.03 0.00 0.02 —0.01
ikscy 0.07 043 14192 -—-17.63 —1.76 2.34 0.00 —0.01
ikscs  —0.55 1.45  47.06 —22.58 —3.15 581 —0.01 0.02

Anmerkung. Die Verzerrung wurde mit 1000 multipliziert, um die Darstellung zu verbes-
sern. Die simulierte Stichprobengréfie pro Datensatz war N = 100000 mit je 200 Daten-

sétzen pro Simulationsart.
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MissBLIM schétzt die Parameter wieder am genauesten.

Fiir den iks-MNAR-Fall zeigt sich, dass das BLIMconp die Parameter gut wieder-
herstellen kann. Das BLIMyjaw weist gerade bei hoherem Anteil fehlender Antwor-
ten grofle Verzerrungen auf, die auch in diesem Fall den theoretisch vorhergesagten
entsprechen. Das IMBLIM zeigt in diesen extremen Bereichen ebenfalls leichte Ver-
zerrungen. Das MissBLIM schneidet dagegen auch hier sehr gut ab, es sind praktisch

keine systematischen Verzerrungen vorhanden.

Tabelle 5

Mittlere Anzahl N und relative Hiufigkeit h vollstindiger Antwortmuster fir die
Anpassung des BLIMcoyp in Abhdngigkeit des Dezimierungsmechanismus.

N h N h N h
mcyy 7174.64 0.0717 ksjo 7275.51 0.0728 ikscr  126.08 0.0013
mcygy  377.01 0.0038 ksgg  533.80 0.0053 iksco 79.33 0.0008
mcso 13.56 0.0001 ksgp  168.71 0.0017 ikscs 76.32 0.0008
mcyo 1.15 0.0000 ksso  153.95 0.0015 ikscy 77.11 0.0008

iksos 12174 0.0012

Anmerkung. Die Relative Hiufigkeit h entspricht N- 100000.

Fiir das MissBLIM wurde ebenfalls die Wiederherstellung der p- und fi-Parameter
betrachtet. Wie Tabelle 6 zu entnehmen ist, wurden diese Parameter ebenfalls sehr
genau wiederhergestellt. Sie entsprechen praktisch den wahren Parametern, die der
Datensimulation zugrunde lagen bzw. fiir ikssMNAR dem jeweiligen Intervallmittel-

punkt der zugrundeliegenden Gleichverteilung.
Tabelle 6

Geschdtzte p- und fi-Parameter fir das MissBLIM in Abhdngigkeit des Modells und
Dezimierungsmechanismus tber alle Aufgaben q gemittelt.

MCAR ks-MNAR ikssMNAR
u ji u i " fi
mcig 0.100 0.100 ksio 0.000 0.200 ikse 0.450 0.050
mcsyg 0.200 0.200 ksag 0.000 0.400 ikseo 0.350 0.151
mcsg 0.300 0.300 ksag 0.000 0.600 ikscs 0.250 0.250

MCy0 0.400 0.400 ksyo 0.000 0.800 ikscy 0.150 0.350
ikscs 0.050 0.449

Neben der mittleren Verzerrung ist auch deren Streuung (vgl. Tabelle 7) von
Interesse. Hierbei zeigte sich, dass fiir das BLIMgomp die Streuung mit steigendem

Anteil fehlender Daten deutlich zunahm. Dies war bei allen drei Dezimierungsmecha-
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nismen der Fall. Die Streuung der Verzerrung des BLIMyaw war durchweg geringer,
aber auch hierbei zeigten sich systematische Zusammenhénge: Mit steigendem Anteil
fehlender Antworten, nahm die Streuung tendenziell zu. IMBLIM und MissBLIM
zeigten Unterschiede bei hohem Anteil fehlender Daten. Das MissBLIM schnitt hier
mit einer konstant geringen Streuung besser ab. Ansonsten waren diese beiden Mo-
delle aber sehr dhnlich mit geringen Streuungen, die beim MissBLIM unabhéngig

vom Dezimierungsmechanismus waren.
Tabelle 7

Standardabweichung der Verzerrungen der Parameterschdtzungen in Abhdngigkeit
des Modells und Dezimierungsmechanismus tiber alle Aufgaben q berechnet.

BLIMcoup BLIMyaw IMBLIM MissBLIM
SDB SDn SDB SDy SDB SDpy SDB  SDp

mcyg 3.82 3.73 2.97 2.85 1.08 1.05 1.08 1.05
MCag 16.70  16.25 5.31 5.46 1.21 1.15 1.21 1.15
mczy 101.45  99.95 7.69 8.12 1.34 1.30 1.34 1.30
mcy 499.24  500.09 10.14  10.82 1.61 1.57 1.62 1.58

ks1g 3.56 3.98 1.01 0.44 1.03 1.14 1.01 1.09
ksog 11.49  18.95 1.03  10.74 1.27 1.97 1.03 1.26
ksso 17.79  225.99 0.99 16.07 2.27 7.28 0.98 1.55
ksy 29.22 43991 1.01 2142 1528  33.76 1.01 2.21

ikscn  43.75 2246  29.33 3.38 2.76 1.62 1.39 1.02
iksco  40.49  33.00  28.26 4.68 1.74 1.36 1.30 1.12
ikscs  37.87  36.55  27.79 7.00 1.34 1.32 1.25 1.23
ikscy 3437 39.96  27.55 9.55 1.33 1.75 1.13 1.31
ikscs  23.70 4435 2720 12.14 1.54 2.85 1.05 1.34

Anmerkung. Die Standardabweichung der Verzerrung wurde mit 1000 multipliziert um
die Darstellung zu verbessern. Die simulierte Stichprobengrofie pro Datensatz war N =
100000 mit je 200 Datensédtzen pro Simulationsart.

Parameterwiederherstellung und Stichprobengrofle. Das Ergebnis fiir die grofien
Stichproben mit N = 100000 zeigt das asymptotische Verhalten der Modelle. Um
diese Verzerrungen zusétzlich in Abhéngigkeit kleinerer Stichprobengréfien verglei-
chen zu kénnen, wurden die gleichen Simulationen basierend auf der artifiziellen Wis-
sensstruktur g mit entsprechend kleineren Stichprobengréfien (N = {100, 200, 400,
800, 1600, 3200, 6400, 12800, 25600}) durchgefiihrt. Es wurden hierbei fir MCAR
und ks-MNAR nur die Parameter betrachtet, die zu 10% bzw. 20% fehlenden Da-

ten fithren und fiir iks-MNAR nur die Kombinationen ikscs und ikscy. Die anderen
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Werte waren hier aufgrund ihrer unrealistischen Hohe nicht von Interesse. Abbil-
dung 1 zeigt die Verzerrung des g-Parameters der verschiedenen Modelle gemittelt
iiber alle Aufgaben in Abhéngigkeit der simulierten Stichprobengréfie N und des
Dezimierungsmechanismus. Zusétzlich sind die Standardabweichungen fiir die Ver-
teilungen der Verzerrungen als Fehlerbalken eingezeichnet. Es ist offensichtlich, dass
das MissBLIM und IMBLIM beide unabhéngig von der Stichprobengréfie und bei al-
len Bedingungen sehr gut abschneiden. Die Streuung der Verzerrung ist bei N = 100
bereits sehr klein und nimmt mit steigendem N weiter ab. Das BLIMconp schneidet
in der mcyo und ks;g Bedingung ebenfalls gut ab. Hier zeigen sich fiir Stichproben-
groffen unter 500 zwar recht grofle Streuungen, diese verkleinern sich jedoch mit
zunehmender Stichprobengrofle. Fiir die mcyg und ks Bedingung zeigt sich bei ge-
ringen Stichprobengrofien eine grofie Verzerrung und Streuung. Diese nehmen jedoch
mit steigender Stichprobengrofie beide ebenfalls ab. Bei iksgo und iksgy weist das
BLIMgonp eine starke Verzerrung und grofie Streuungen auf, die auch mit steigender
Anzahl an Personen nicht schnell nachléasst. Am schlechtesten schneidet auch hier
das BLIMyaw ab. Es zeigen sich relativ unabhéngig von der Stichprobengrofie die
theoretisch vorhergesagten Verzerrungen (vgl. Gleichung (7)) fiir den -Parameter.
Zwar ist die Streuung recht gering, doch aufgrund der systematischen Verzerrung,
die nicht mit steigender Stichprobengrofie schwindet, ist die Wiederherstellungs-
leistung der Parameter fiir das BLIMyaw unzureichend. Die Verzerrungen fiir die
n-Parameter in Abhéngigkeit der Stichprobengréfie N unterscheiden sich struktu-
rell nicht gro8 von denen der S-Parameter. Eine entsprechende Abbildung ist daher

Anhang D zu entnehmen.

6.1.2 Wiederherstellung des latenten Wissenszustandes

Um neben der Genauigkeit der Parameterschitzung auch abschétzen zu koénnen,
wie gut die verschiedenen Modelle weiterhin in der Lage sind trotz fehlender Daten
die latenten Wissenszusténde der Personen zu identifizieren, wurde die symmetrische
Distanz d(K, K'¢) = |(K\ K'*)U(K""\ K)| fiir jede Person in allen Datensiitzen
berechnet. Es gilt auch hier, dass die Vergleichbarkeit zwischen dem BLIMconp und
den anderen Modellen eingeschrénkt ist, da bei diesem aufgrund der ausgeschlosse-
nen inkompletten Antwortmuster die Anzahl der betrachteten Fille deutlich geringer
ist (vgl. Tabelle 5). Daher werden diese Ergebnisse getrennt berichtet. Abbildung 2
zeigt die gemittelte symmetrische Distanz in Abhéngigkeit der Modelle und Dezimie-

rungsmechanismen fiir die auf Basis der artifiziellen Wissensstruktur /s simulierten
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Abbildung 1. Verzerrung des S-Parameters der verschiedenen Modell gemittelt iiber
alle Aufgaben in Abhéngigkeit der simulierten Stichprobengréfle N und des De-
zimierungsmechanismus basierend auf der Wissensstruktur K. Zusétzlich sind die
Standardabweichungen als Fehlerbalken eingezeichnet. Die Abszisse ist zur Basis 2

logarithmiert.
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Daten. Zuséatzlich sind als Fehlerbalken die Standardabweichungen eingezeichnet. Es
zeigt sich fiir die MCAR-Bedingung, dass das IMBLIM und MissBLIM fast iden-
tisch abschneiden. Die symmetrische Distanz vergrofiert sich mit steigendem Anteil
fehlender Daten, bleibt aber bis einschlielich 30% unterhalb 1. Das BLIMyaw weist
konstant deutlich hohere symmetrische Distanzen als IMBLIM und MissBLIM auf.
Fiir den ks-MNAR Fall gilt, dass sowohl BLIMy;aw als auch MissBLIM sehr gut ab-
schneiden. Die mittleren symmetrischen Distanzen liegen teils so nahe an 0, dass sie
auf Abbildung 2 nicht zu erkennen sind. Gleiches gilt auch fiir deren Standardabwei-
chungen. Das IMBLIM dagegen zeigt hier deutliche Defizite gegeniiber den anderen
Modellen: Mit iiber 6 wird bei 40% fehlenden Daten der hochste Wert erreicht. In
der iks-MNAR Bedingung schneidet das MissBLIM am besten ab. Es zeigt fiir C'1
und C5 sehr kleine Werte, die zwar zur Mitte ansteigen, aber unterhalb 0.5 bleiben.
Die symmetrischen Distanzen beim IMBLIM sind sehr konstant auf dem héchsten
Wert des MissBLIM. Das schlechteste Ergebnis liefert hier das BLIMyaw mit sich
verringernder symmetrischer Distanz mit absteigendem p, Parameter (C'1 — C5).
Das BLIMcomp schnitt grundsétzlich sehr gut ab, wenn der Anteil fehlender
Daten nicht zu grofl war. In den Extrembereichen zeigten sich dann aber grofle
symmetrische Distanzen und Verzerrungen, die vermutlich aufgrund der geringen

Anzahl kompletter Antwortmuster zustande kamen (vgl. Tabelle 5).

7 m BLIMuoyp
m BLIMyaw
71 B IMBLIM
O MissBLIM
?H_'

Mittlere symmetrische Distanz

mcijp mcCpp Imc3zp Imcyp kSlO k820 k830 kS40 ikSCl ikSCQ ikSCg ikSC4 ikSC5

Abbildung 2. Mittlere symmetrische Distanz in Abhéngigkeit des Modells und Dezi-

mierungsmechanismus basierend auf der Wissensstruktur /C;.
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6.2 Empirische Wissensstrukturen

Die auf der Skala Erregbarkeit aus dem FPI-R (Fahrenberg et al., 2010) aufbauende
Wissensstruktur K., umfasste 1120 Wissenszustdnde. Aufgrund der Methode der
Erstellung war sie abgeschlossen beziiglich Mengenvereinigung und -durchschnitt
und somit ein quasi-ordinaler Wissensraum. Die zugrunde liegende Precedence-
Relation aus zwei Ebenen (vgl. Abbildung 3) zeigt, dass die Items 52, 93, 108 und
113 keinerlei Abhéngigkeiten zu den anderen aufweisen und somit keinen Beitrag zu
der Struktur leisten.

Fiir den Wissensraum auf der Skala Gehemmtheit ergab sich eine Kardinalitét
von |KCgen| = 1024, wobei die Items 4, 11, 73, 81, 120 und 124 keine Abhéngigkeiten
aufwiesen (vgl. Abbildung 4). Die zugehotrige Precedence-Relation <45, bestand aus
drei Ebenen.

Der letzte betrachtete Wissensraum auf der Skala Gesundheitssorgen umfasste
560 Wissenszustéande und die Items 10 und 38 standen in keiner Abhéngigkeit zu den
anderen (vgl. Abbildung 5). Auch die Precedence-Relation <, hatte drei Ebenen.

Alle drei Precedence-Relationen erfiillen die Eigenschaften Reflexivitit (Va € @ :
a < a), Transitivitdt (Va,b,c € Q@ :a g bAb < ¢ = a < ¢) und Antisymmetrie
(Va,be Q:axbAb=<a = a=0»). Sie bilden daher je eine Halbordnung (I, <)
auf der zugehorigen Menge der Items I und man bezeichnet die korrespondierenden

Wissensstrukturen dann auch als ordinale Wissensraume.

Identifizierbarkeit. Fiir die empirischen Wissensstrukturen wurde im Nachhinein
aufgrund gewisser unerwarteter Effekte® (vgl. Ergebnisse der 3-Parameterschitzung
bei Items 86 und 93 der Skala Erregbarkeit bei N = 3700) die Identifizierbarkeit
der entsprechenden Paramter fiir das BLIM néher betrachtet, da vermutet wurde,
dass diese Effekte eventuell dadurch bedingt sein konnten (J. Heller, Personliche
Kommunikation, 02.10.2020). Dabei zeigte sich, dass die Wissensstruktur K., auf
der Skala Erregbarkeit in dem maximalen Item 60 backward-graded und in den mi-
nimalen Items 52, 86, 93, 108, 115 und 135 forward-graded war. Dies fiihrt zu einer
fehlenden Identifizierbarkeit der entsprechenden § bzw. n Parametern (Heller, 2017,
,Proposition 1 in Zusammenhang mit Corollary 1 i bzw. ii). Ebenso war die Wis-
sensstruktur Ky, im maximalen Item 97 backward-graded und in den minimalen
Items 4, 11, 63, 73, 81 und 109 forward-graded. Zuletzt galt auch fiir KCyc,, dass

diese im maximalen Item 127 backward-graded und in den minimalen Items 10, 38

8Diese relativierten sich jedoch bei der spiter durchgefithrten Simulation mit gréferer Stichpro-
be (N = 10000) wieder.
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und 68 forward-graded war. Die moglichen Auswirkungen dieser fehlenden Identifi-
zierbarkeit und die Betrachtung der Identifizierbarkeit im Zusammenhang mit dem
IMBLIM und MissBLIM werden im folgenden nicht weiter betrachtet.

Q> s> Az Q> @30 A A T dnD

Abbildung 3. Hasse Diagramm der Precedence-Relation <., der Skala Erregbarkeit.

Nachfolgend sind fiir die drei empirischen Wissensstrukturen Ky, KCgep, und Kyes
zuerst die Ergebnisse bei der Wiederherstellung der Parameter und anschlieBende
der Wiederherstellung des latenten Wissenszustandes aufgefiihrt. Die Stichproben-
grofle der simulierten Daten war N = 3700. Die entsprechenden Abbildungen fiir
eine Simulation mit einer groferen Stichprobe (N = 10000) kénnen Anhang F ent-
nommen werden. Diese zeigen geringere Schwankungen und fiir bestimmte Items
(vgl. Ttems 86 und 93 der Skala Erregbarkeit) tendenziell eine bessere Schétzung,

gehen ansonsten aber nicht iiber die berichteten Ergebnisse hinaus.

6.2.1 Parameterwiederherstellung

In den Abbildungen 6 bis 9 sind fiir das BLIMcomp, BLIMyaw, IMBLIM bzw. Miss-
BLIM die S-Parameterschitzungen fiir die simulierten Daten aus den Wissensstruk-
turen Koy, Kyer, und Kyes in Abhéngigkeit des wahren Parameterwertes fiir jedes
Item und jeden Dezimierungsmechanismus dargestellt. Die entsprechenden Abbil-
dungen fiir die Schatzungen der n-Parameter sind Anhang F zu entnehmen, zeigen
aber fiir den Vergleich der Modelle sehr &hnliche Ergebnisse mit tendenziell gerin-
geren Verzerrungen fiir die n-Parameter. Fiir die bessere Vergleichbarkeit mit den
Ergebnissen der simulierten Wissensstruktur Ks sind entsprechende Tabellen fiir die
empirischen Wissensstrukturen Anhang E zu entnehmen.

Auftillig ist bei den Abbildungen 6 bis 9, dass viele der wahren Parameterwerte
sehr nahe an 0 liegen. Auflerdem scheinen bestimmte Items grundsétzlich bei allen

Modellen eine hohe Verzerrung aufzuweisen, die sich paradoxerweise mit steigendem
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197

T T A

163> 09> @i dz20d @ A dnd dso

Abbildung 4. Hasse Diagramm der Precedence-Relation <4, der Skala Gehemmtheit.

Abbildung 5. Hasse Diagramm der Precedence-Relation <45 der Skala Gesundheits-

sorgen.



6 ERGEBNISSE 35

Anteil fehlender Daten teilweise verringert. Dies ist vor allem bei der Skala Erreg-
barkeit fiir die Items 86 und 93 mit wahren S-Parameterwerten von 0.067 bzw. 0.104
auffallend. Bei einer grofleren simulierten Stichprobe von N = 10000 ist dieses Pha-
nomen schwécher ausgeprégt, verschwindet jedoch nicht vollkommen (vgl. Anhang

Fiir das BLIMcowmp zeigen sich bei kleinem Anteil fehlender Daten (1-5%) sehr
kleine Verzerrungen und kleine Streuungen (vgl. Abbildung 6). Mit steigendem An-
teil der fehlenden Daten nimmt diese Streuung und Verzerrung jedoch bei allen
Dezimierungsmechanismen zu, was anhand der Abweichungen von der 1. Winkel-
halbierenden und groferen Fehlerbalken zu erkennen ist. Diese Tendenz scheint bei
MCAR etwas stérker ausgeprigt als bei ks-MNAR und iks-MNAR.

Das BLIMyaw zeigt tendenziell die zu erwartenden theoretischen Verzerrungen
(vgl. Abbildung 7). Dies gilt jedoch nicht, wenn der wahre Parameterwert 0 betrégt,
da dann die Schétzung ebenfalls immer sehr nahe an 0 liegt und nicht die theore-
tisch zu erwartende Verzerrung auftritt. Wie schon beim BLIMcomp gilt, dass die
Streuung mit steigendem Anteil fehlender Daten tendenziell ansteigt.

Beim IMBLIM zeigen sich generell geringere Verzerrungen, die Abweichungen in
Abbildung 8 von der 1. Winkelhalbierenden sind geringer. Dieses Verhalten zeigt
sich tendenziell iiber alle Dezimierungsmechanismen hinweg. Auflerdem weist das
IMBLIM hier eine geringere Verzerrungsanfélligkeit bei steigendem Anteil fehlender
Daten auf und die Streuungen sind ebenfalls geringer.

Das MissBLIM schneidet noch etwas besser ab als das IMBLIM. Gerade bei
hoherem Anteil fehlender Daten sind die Streuungen geringer (vgl. Abbildung 9).
Dies zeigt sich exemplarisch gut fiir den ks-MNAR Fall mit einem Anteil fehlender
Daten von 15%: Hier ist Verzerrung und Streuung fiir das MissBLIM etwas geringer
als fiir das IMBLIM.
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Abbildung 6. Mittlere f-Parameterschéitzung des BLIMcoymp in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruk-

turen Koy, Kgep, und Kyes. Die durchgehende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende

und die Standardabweichung ist als Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung 7. Mittlere [-Parameterschéitzung des BLIMyaw in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruk-

turen Koy, Kgep, und Kyes. Die durchgehende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende

und die gestrichelte die theoretisch zu erwartende Verzerrung. Die Standardabwei-

chung ist als Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung 8. Mittlere f-Parameterschiatzung des IMBLIM in Abhéngigkeit des wah-

ren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstrukturen

Kerr, Kger und Kyes. Die durchgehende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die

Standardabweichung ist als Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung 9. Mittlere [-Parameterschitzung des MissBLIM in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruk-

turen KCepp, Kgep, und Kyes. Die durchgehende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende

und die Standardabweichung ist als Fehlerbalken eingezeichnet.
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6.2.2 Wiederherstellung des latenten Wissenszustandes

Neben der Genauigkeit der Parameterschiatzung spielt vor allem die Wiederherstel-
lung des latenten Wissenszustandes einer Person bei der Diagnostik eine wichtige
Rolle. Fiir diese zeigten sich bei den empirischen Wsssensstrukturen K, Kgep, und
Kges dhnliche Ergebnisse wie schon bei der simulierten Wissensstruktur s mit gene-
rell jedoch groBeren Distanzen relativ zu dem kleineren Anteil fehlender Daten. Wie
Abbildung 10 zu entnehmen ist, schnitt tiber alle drei empirischen Wissensstruktu-
ren das BLIMyaw bei der MCAR und iks-MNAR Bedingung am schlechtesten ab.
Es zeigte sich hier eine starke Abhéngigkeit der symmetrischen Distanz von den ent-
sprechenden p- bzw. pi-Parametern. Das IMBLIM schnitt bei diesen Bedingungen
besser ab, zeigte aber in der kssMNAR Bedingung grofiere Distanzen mit steigen-
dem Anteil fehlender Daten. Das MissBLIM wies grundsétzlich mit die niedrigsten
Distanzen auf, wurde jedoch in manchen Féllen gerade bei hoherem Anteil fehlen-
der Daten vom BLIM¢omp iibertroffen. Dies zeigte sich vor allem in der MCAR
Bedingung. Auffillig war auflerdem, dass in der kss-MNAR Bedingung die mittlere
symmetrische Distanz mit steigenden ji-Parametern fiir IMBLIM und MissBLIM
sich unabhéngig von der betrachteten Wissensstruktur zu verbessern schien. Beim
BLIMconmp war das fiir die Skalen Gehemmtheit und Gesundheitssorgen ebenso der

Fall, zeigte sich bei der Skala Erregbarkeit jedoch eher umgekehrt.
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Abbildung 10. Mittlere symmetrische Distanz in Abhéngigkeit des Modells und De-

zimierungsmechanismus basierend auf den Skalen Erregbarkeit, Gehemmtheit und

Gesundheitssorgen bzw. den unterliegenden Wissensstrukturen Koy, Kgep und Kges

fiir eine simulierte Stichprobengrofie mit N = 3700.
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7 Diskussion

Unterschiede zu De Chiusole et al. (2015). Fiir die Verzerrungen basierend auf der
simulierten Wissensstruktur /s aus Tabelle 4 zeigten sich im Vergleich zu den Befun-
den von De Chiusole et al. (2015) Unterschiede. Diese scheinen vor allem bei hohen p-
und ji-Parametern gréfler auszufallen. Leider waren der Studie keine Schétzgleichun-
gen fiir die Anpassung der Modelle zu entnehmen. Jedoch haben die Autoren freund-
licherweise ihren MATLAB-Code fiir die Schiatzung des MissBLIM zur Verfiigung
gestellt. Aus diesem Code konnten die entsprechenden expliziten Schétzgleichun-
gen B;’ adua ynd pledue - die im EM-Algorithmus Verwendung fanden, rekonstruiert
werden (vgl. Gleichungen (18) und (19)).
Z(R,M,K}EQK F(R, M, K) * lgeK\(RUM)

BPadua — . (18)
! Z<R7M7K>EQK F(R7 M7 K) . quK

7?Pa,dua _ Z<R:M7K>EQK F(R’ M’ K) ’ quR\K (19)
! Z<R,M,K>6QK F(R, M, K) - lgeQ\K

Verglichen mit den in Anhang A hergeleiteten ML-Schétzern fiir die 8- und 7-

Parameter (Gleichungen (13) und (14)) zeigten sich hier Unterschiede im Nenner
der Schétzgleichungen. In den ML-Schétzern der Originalstudie (De Chiusole et al.,
2015) wurde vermutlich die Héufigkeit F/(R, M, K) auch dann addiert, wenn die
Aufgabe ¢ nicht beantwortet wurde, also ¢ € M gilt. Dies scheint jedoch nicht kor-
rekt, da die Héaufigkeiten F/(R, M, K), fiir die gilt ¢ € M nicht Teil der Summe im
Nenner sein diirfen (vgl. Gleichungen (13) und (14)). Aufgrund dieser Unterschiede
in den Schétzgleichungen ist anzunehmen, dass der Fehler fiir 5, bzw. 1, auch davon
abhéngt, wie oft gilt isex # iger\mr DZW. i4eqQ\k 7 iqeq\(Mmuk). Offensichtlich hingt
das davon ab, wie wahrscheinlich eine Aufgabe ¢ € K bzw. ¢ ¢ K nicht beantwortet
wird, also ¢ € M gilt. Dies beschreiben gerade die Parameter pi, bzw. pz, die im De-
zimierungsmechanismus verédndert werden. Somit ist auch nachvollziehbar, weshalb
bei Verdnderung dieser Parameter die Unterschiede zwischen den ML-Schétzern in
der Originalstudie und den hergeleiteten ML-Schétzern variieren. Genau diese Un-
terschiede finden sich auch bei der Verzerrung der Schétzungen, wenn man Tabelle
4 dieser Arbeit mit Tabelle 1 von De Chiusole et al. (2015) vergleicht.

Modellvergleich. Der Vergleich der Modelle anhand der simulierten Wissensstruk-
tur Ky und der empirischen Wissensstrukturen KCe,,, Kgep, und KCyes basierend auf der

Wiederherstellungsleistung der Parameter und des latenten Wissenszustandes zeigt,
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dass je nach Prozess, der die fehlenden Daten generiert, die Modelle unterschiedlich
gut abschneiden. In diesem Zusammenhang schnitt das BLIMyaw am schlechtesten
ab und zeigte die theoretisch zu erwartenden Verzerrungen in Abhéngigkeit der p-
und g-Parameter (vgl. Gleichungen (7) und (8)). Es wies dadurch mit die hochsten
Verzerrungen auf und auch deren Streuung war bei realistischem Anteil fehlender
Daten unter 15% mit am grofiten. Dies war unabhingig von der Stichprobengrofie
der Fall. Bei der Wiederherstellungsleistung des latenten Wissenszustands zeigte es
aufler in der ks-MNAR Bedingung, hier ist die MAW-Annahme am wenigsten ver-
letzt, da gilt p, = 0 fiir alle ¢ € @, die grofiten mittleren symmetrischen Distanzen,
welche stark vom Anteil fehlender Daten abhingen.

Das BLIM¢oump mit ausschliefllich den vollstdndigen Antwortmustern schnitt bes-
ser ab als das BLIMyaw. Dies liegt sehr wahrscheinlich daran, dass es keine Annah-
men iiber den Prozess, der die fehlenden Daten generiert, macht, welche eventuell
falsch sein konnten. Der Nachteil, der sich beim BLIM¢onmp jedoch gezeigt hat, ist die
starke Abhéngigkeit von der Stichprobengriéfie. Gerade bei hohem Anteil fehlender
Daten nimmt die verbleibende Stichprobengréfie rapide ab und es kommt dadurch
zu teils grofien Verzerrungen und Streuungen der Parameterschiatzungen sowohl fiir
[- als auch n-Parameter. Dariiberhinaus ermdoglicht es, wie schon das BLIMyaw
keinerlei Aussagen iiber einen moéglichen Prozess, der den fehlenden Daten zugrunde
liegen konnte. Es geht also mogliche Information, die auch in den fehlenden Daten
enthalten sein kann, verloren.

Das IMBLIM wiederum ermoglicht es als erstes Modell die fehlenden Daten in
die Schéatzung der 8- und n-Parameter mit einzubeziehen. Die Annahme, dass es eine
iiber alle Aufgaben konstante Wahrscheinlichkeit gibt, mit der eine Antwort fehlt,
egal ob die Aufgabe im Wissenszustand enthalten ist oder nicht, fithrt dazu, dass das
IMBLIM die Parameter in der MCAR Bedingung sehr gut wiederherstellen kann.
Auch ist hier die Streuung der Schiatzung mit am geringsten, da in dieser Bedingung
der Dezimierungsmechanismus genau der Annahme des IMBLIM entspricht. Fiir die
ks-MNAR und iks-MNAR Bedingungen zeigt sich dann aber, dass eine Verzerrung
auftritt, die mit steigendem Anteil fehlender Daten wéchst. Ein dhnliches Muster
zeigt sich dann auch bei der Wiederherstellungsleistung des latenten Wissenszustan-
des: Auch hier schneidet das IMBLIM im MCAR Fall sehr gut ab, weist aber gerade
bei ks-MNAR und auch bei iks-MNAR grofiere mittlere symmetrische Distanzen,
also eine ungenauere Herstellung des latenten Wissenszustandes auf.

Uber alle Bedingungen hinweg zeigte das MissBLIM die besten Leistungen. Die

Annahmen iiber den fehlende Daten generierenden Prozess sind flexibler als die des



7 DISKUSSION 44

IMBLIM und ermoglichen eine Abhéngigkeit zwischen den fehlenden Antworten ei-
ner Person und deren unterliegendem Wissenszustand. Dies wird durch die zwei
zusétzlichen Parameter 1, und p; fiir jede Aufgabe ¢ € Q) gewihrleistet. j1, ist dabei
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Item, welches im Wissenszustand K der Person ent-
halten ist (¢ € K'), nicht beantwortet wird und p; entspricht der Wahrscheinlichkeit,
dass die Antwort einer Person auf Aufgabe ¢ fehlt, wenn diese nicht im Wissenszu-
stand enthalten ist (¢ € K). Sowohl bei der simulierten Wissensstruktur ICs ebenso
wie bei den empirischen Wissensstrukturen Ko, Kgep und Kyes hatte das MissBLIM
tendenziell die geringsten Verzerrungen und kleinsten Streuungen, welche grofiten-
teils unabhéngig vom Dezimierungsmechanismus waren. Auch war es in der Lage
die entsprechenden i, und p; Parameter addquat zu schétzen. Ein weiterer Vorteil
gerade gegeniiber dem BLIMcoymp und BLIMyaw war die recht genaue Schétzung
auch bei kleineren Stichprobengréfien. Auch hier zeigten sich keine systematischen
Verzerrungen, einzig die Streuung war etwas gréfler in diesen Bereichen, aber immer
noch am kleinsten verglichen mit den anderen Modellen. Nicht zuletzt war auch die
Wiederherstellungsleistung des latenten Wissenszustandes fiir das MissBLIM sehr
zufriedenstellend. Es musste sich zwar teilweise gegeniiber dem BLIMconp geschla-
gen geben, dieses hat aber den bereits erwéhnten Nachteil, dass bei kleineren Stich-
proben die Schétzgenauigkeit stark leidet und fiir Personen mit fehlenden Antworten
kein Wissenszustand K geschétzt werden kann. Einziger Nachteil des MissBLIM ist
dagegen die groflere Zahl der zu schétzenden Parameter und der damit einherge-
hende hohere Aufwand. Dieser Aufwand scheint aber gerechtfertigt, da durch ihn
der Anteil verwertbarer Antwortmuster steigt. So miissen Datensétze mit fehlenden
Antworten nicht ausgeschlossen werden, sondern deren Informationsgehalt kann mit
in die Schitzung der Parameter einfliefen und eine Schéitzung des unterliegenden
Wissenszustandes K ist moglich. Dies ist ein wiinschenswertes Vorgehen, welches
auch gerade gegeniiber den Klienten, Patienten und im wissenschaftlichen Kontext
gegeniiber den Versuchspersonen angebracht ist um deren Miihen und Bereitschaft

Information zu liefern angemessen zu wiirdigen.

Diese Arbeit ermoglicht aufgrund der verwendeten Methodik eine eher theoreti-
sche Betrachtung der Modelle, welche zwar teils auf empirischen Wissensstrukturen
aufbaut, die Anpassung der Modelle IMBLIM und MissBLIM selbst an empirische
Datensétze jedoch nicht ndher untersucht. In diesem Zusammenhang wére daher eine
Anpassung an einen empirischen Datensatz mit fehlenden Antworten, wie es De Chi-

usole et al. (2015) durchgefiihrt haben, zielfithrend. Gerade vor dem Hintergrund der



7 DISKUSSION 45

gefundenen Unterschiede in den ML-Schétzgleichungen wéren diese Ergebnisse von
Interesse. Hierbei wére auch die Betrachtung verschiedener Ursachen fehlender Da-
ten, z.B. Zeitbeschrinkungen, bestimmte Instruktionen oder keinerlei Manipulation,
und das entsprechende Abschneiden der Modelle in diesen Sitautionen spannend zu
beobachten. Nicht zuletzt ist auch die Frage der Identifizierbarkeit fiir IMBLIM und
MissBLIM nicht gekldrt und es bleibt offen, inwieweit die zusétzlichen Parameter
des MissBLIM hier ein Problem darstellen.
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A Herleitung ML-Schéitzer

Herleitung der ML-Schétzer fiir das BLIM, IMBLIM und MissBLIM Modell.

Fiir den M-Schritt des EM-Algorithmus ist eine ML-Schétzung der Parameter durch-
zufithren. Nachfolgend sollen die expliziten Schétzgleichungen fiir das IMBLIM und
MissBLIM im Durchgang® ¢ hergeleitet werden. F(R, M, K) bezieht sich dabei auf
die im E-Schritt berechneten erwarteten Haufigkeiten E(F(R, M, K)) (vgl. Glei-
chung (11)). Die Parameterschétzungen des BLIM entsprechen aufgrund der Bezie-
hung zwischen BLIM und IMBLIM denen des IMBLIM mit M = ().

IMBLIM

Ausgehend von der Likelihood der vollstindigen Daten (9) wird die log-Likelihood
gebildet:

log £(Qx | B.n,m)= Y F(RMK)-log (P(M)- P(R,M)" | K, 5,1))
(R,M,K)€Qx

+ Y F(RMK) logmg

(R,M,K>€QK

= Y F(RMK)-logP(M)

(R,M,K)EQK

+ Y. F(RM,K)-log P((R,M)" | K, ,n)
(R,M,K)EQ

+ > F(RM,K) logmk
(R,M,K)EQ[

Qk ist dabei die Menge aller theoretisch moglichen Tripel (R, M, K). Q bezeichne
weiter die Menge aller beobachtbaren Paare (R, M).
Fiir die ML-Schéatzung muss diese log-Likelihood nun partiell nach den Parame-

tern abgeleitet und 0 gesetzt werden. Hierzu ist hilfreich, dass

Y. F(RM,K)-log P((R,M)" | K)
(R,M,K)EQ

nur von  und 7 abhingt und

Y F(R,MK) logmg
(R,M,K)eQK

9Tm Anhang wird auf eine Kennzeichnung des Durchgangs mit hochgestelltem ¢ verzichtet, alle
Schitzungen beziehen sich jedoch auf den Durchgang .
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nur von 7. Somit fallen bei der partiellen Ableitung die jeweils anderen Summanden

weg, da sie von dem abzuleitenden Parameter unabhéngig sind.

m-Parameter

Hier ist der Teil log Lz = >~ /5 v kyeo, F'(1, M, K) - log m unter der Nebenbedin-
guNg Y pc TK = 1 zu maximieren. Dies kann durch die Einfiihrung eines Lagrange

Multiplikators A erreicht werden:

logl.= >  F(RMK) logmg
(R,M,K)eQx
log LLagrange — Z F(R,M,K) -logmg +X-(1— ZTI’K)
<R’M7K>€QK KekK
0 log LEagrange F(R,M,K
Ogaﬂ— _ Z ( 3 ) ) A\
TK (RM)eQ TK

Nullsetzten und auflosen:

1
T = X F(R,M,K)
(R,M)eQ
Wegen
doraneo F(R.MK) N
1 e T = ! = —
K Z \ \
Kek Kek
erhalt man dann
R 1
T = N F(R,M,K)
(R,M)€Q

wobel N =37 o dorex (B M, K) =37k 11 iyeo, (R, M, K) der Stichpro-
bengriéfle entspricht.



A HERLEITUNG MIL-SCHATZER 50

[-Parameter

Hierzu ist der von 3 abhéngige Teil der log-Likelihood log £5 zu maximieren mit der
bedingten Wahrscheinlichkeit P((R, M)* | K, 3,7n) wie in Gleichung (4) definiert.

logls= Y  F(RMK)-logP((R,M)"| K,Bn)

(R,M,K)eQK

= Y FRMEK)- > logh

(R.M,K)€Q geK\(RUM)

+ > F(RMEK)- > log(l-8,)

(R,M,K)eQ qe(KNR)\M

+ > F(RMK)- Y logn,

(R.M,K)eQ gER\(KUM)

+ > FRME) Y log(l-n,)

(R,M,K)€Qr g€Q\(RUMUK)

dlog Lg 1
. > FRMEK)- Y T

<R7M1K>€QK qEK\(RUM)

+ Y PRME)- Y ,8q1—1

(R,M,K)€Q ge(KNR)\M

Einfiihrung von zwei Indikatorvariablen nach dem Schema wie in Gleichung (2):

' 1 ,wenn g€ K\ (RUM)
lge K\(RUM) = .
sons

. 1 ,wenn g€ (KNR)\M
lge(KNR)\M =
sonst

Daraus folgt:

Odlog L , 1
=5~ Z F(R,M,K) - igex\(ruM) * 5

0B, (RM.K)eOx By

+ > F(R,MK) igexnmym -

<R7M=K>EQK

1
Bq_l
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Nullsetzen:
. 1
0= Z F(R>M7K)'Zq€K\(RUM)'A_
(R,M,K)eQ By
1
+ > F(R,M,K) igexnmyu -
(R,M,K)YeQK ﬁq —1
0=(8,—1) Z F(R,M, K) iger\(rum)
<R1M7K>EQK
+8, > F(R,MK) igexnrym
(R,M,K)€Qy
B . Z(R,MJQEQK F(Ra M7 K) 'inK\(RUM)
=

Yorarxyeox F(B M, K) “iger\(rum) + 2 ir v ryear (1 M, K) - ige(knry\m
o rarxyeoy F(B M, K) - iger\(rum)
Z<R,M,K>GQK F(R, M, K) - (iqu\(RuM) + iqe(KmR)\M)
Z(R,M,K)eQK F(R, M, K) ’ Z‘qu\(RuM)
Yomarxyeox PR M, K) iger\nmr

n-Parameter

Das Vorgehen ist aufgrund der sehr dhnlichen Struktur der Gleichung (4) fiir 4 und
n dquivalent und fiithrt zu folgender Schétzgleichung mit angepassten Indikatorva-
riablen iger\(kunm) Und e\ (RUMUK), Welche sich aufgrund RN M = () vereinfachen

lassen:

Yo iyear F (B M, K) - iger (ko)
Z(RM,K)eQ F(R,M,K) - ( lgeR\(KuM) + ZqEQ\(RUMuK))
_ Z(R,M,K)GQ F(R,M,K) - lgeR\(KUM)
 Yiragiear F(R M K) -

A

Nq =

lqeQ\(MUK)
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MissBLIM

Wieder ausgehend von der Likelihood der vollstdndigen Daten (10) diesmal des
MissBLIM wird die log-Likelihood gebildet:

log L(Qk|B.mm pp) = > F(RMK)-log (P((R,M)"| K,53,7)
(R,M,K)EQK

POM | K, p, )
+ ) F(RMK)- logrx
(R,M,K)€Qk
— Y F(R,M,K)-log P((R, M)" | K, 8,n)
<R,M,K>€Q}(
+ Y. F(R.M,K)-logP(M | K, 1, 1)
(R,M,K)€Qx
+ Y F(RMK) logmg
(R,M,K>EQK
Die Schétzer fiir 5, n und 7 sind dabei dquivalent zu denen des IMBLIM, da der
von ihnen abhéngige Teil der Likelihood gleich ist. Hinzu kommen hier jedoch noch
die pp = (pg)geq und ot = (pg)qeq Parameter: p, als die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Item ¢, das im Wissenszustand K enthalten ist, nicht beantwortet wird (weder
richtig, noch falsch) und pg, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Item, das sich nicht im
Wissenszustand der Person befindet, nicht beantwortet wird. Fiir die ML-Schéatzung
dieser Parameter muss der von diesen abhéngige Teil der Log-Likelihood maximiert

werden.
u- und fi-Parameter
Der von p und ji abhingige Teil der log-Likelihood lautet:

logl,= >  F(RMK) logP(M|K,pu,jp)

(R,M,K)eQx

mit P(M | K, p, i) wie in Gleichung (6) definiert. Fiir das einfachere Ableiten kann
diese Gleichung umgeschrieben werden (vgl. De Chiusole et al., 2015):

P(MIK,M,M)=[ 11 Mq] IT a=w)| | TI #a T -

q€EKNM qeK\M qEM\K q€EQ\(MUK)
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Damit ergibt sich dann fiir die log-Likelihood und die Ableitung

logl,= >  FRMEK): > logpu,
(R,M,K)eQxk qeKNM
+ Y F(RMK)- Y log(l—p,)
(R,M,K)eQ qeEK\M
+ > F(RMK)- Y logug
<R7M7K>EQK qu\K
+ > FRMEK)- Y log(l— )
(R,M,K)YeQ q€Q\(MUK)
Olog L 1
Tt X F@RMEK):- Y
/J/q <R7M7K>EQK quﬁM Mq
1
+ F(R,M,K)-
> rwar) Y
(R,M,K)eQp geK\M

Das weitere Vorgehen ist dann sehr dhnlich zu der (- bzw. n-Schitzung des
IMBLIM, da die Gleichungen strukturell dquivalent sind. Es werden wieder zwei

Indikatorvariablen zur Hilfe genommen:

. 1 ;wenm ge KNM
lge KNM =
0 sonst

‘ 1 ,wenn g€ K\ M
ZqEK\M =
0 sonst

Damit ergibt sich dann die ML-Schitzung fiir p,:

~ Z(R,M,K}EQ F<R M, K) 'iqumM
o Z(RM,K)EQK F(R,M,K)- ( lgeKNM T quK\M)
Z(RM,K)EQK F(R,M,K) - igexnm
 Yiramear PR M K) -iger

. drarxyeoy F(R M, K) igernx
- Z(R,M,K)eQK F(R,M,K) - (iqu\K + iqu\(MUK))
>rarxyeoy (R M, K) “igenn i
doranxyeoy PR M, K) igeq\k
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B Items FPI-R

Die verwendeten Items des FPI-R fiir die Skalen lauten:

Tabelle B1

12 Items der Skala Gesundheitssorgen.

Skala Item Aussage
10 Im Krankheitsfall moéchte ich Befund und Behandlung eigentlich von
einem zweiten Arzt iiberpriifen lassen.
18 Ich achte aus gesundheitlichen Griinden auf regelméflige Mahlzeiten
und reichlichen Schlaf.
31 Ich habe mich {iber die hdufigsten Krankheiten und ihre ersten
Anzeichen informiert.
- 38 Um gesund zu bleiben, achte ich auf ein ruhiges Leben.
g 62 Ich vermeide es, ungewaschenes Obst zu essen.
§ 65 Ich vermeide Zugluft, weil man sich zu leicht erkélten kann.
= 68 Wenn jemand in meine Richtung hustet oder niest, versuche ich mich
% abzuwenden.
5 70 Ich hole sicherheitshalber &rztlichen Rat ein, wenn ich ldnger als
gté zwei Tage erhohte Temperatur (leichtes Fieber) habe.
84 Weil man sich so leicht anstecken kann, wasche ich mir zu Hause
gleich die Hénde.
89 Ich passe auf, dass ich nicht zu viel Autoabgase und Staub einatme.
117 Handtiicher in viel benutzten Waschrdumen sind mir wegen der
Ansteckungsgefahr unangenehm.
127 Auch ohne ernste Beschwerden gehe ich regelméflig zum Arzt, nur zur

Vorsicht.

Anmerkung. Negativ gepolte Items sind mit (n) gekennzeichnet.
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Tabelle B2

Je 12 Items der Skalen Erregbarkeit und Gehemmtheit.

Skala Item Aussage

27 Ich neige dazu, bei Auseinandersetzungen lauter zu sprechen als sonst.
30 Wenn mir einmal etwas schiefgeht, regt mich das nicht weiter auf. (n)
52 Auch wenn es eher viel zu tun gibt, lasse ich mich nicht hetzen. (n)
60 Auch wenn mich etwas sehr aus der Fassung bringt, beruhige ich mich
meistens wieder rasch. (n)
5 86 Mein Blut kocht, wenn man mich zum Narren halt.
= 93 Es gibt nur wenige Dinge, die mich leicht erregen oder #rgern. (n)
_§D 102 Im allgemeinen bin ich ruhig und nicht leicht aufzuregen. (n)
& 105  Ich kann oft meinen Arger und meine Wut nicht beherrschen.
/M 108 Ich lasse mich durch eine Vielzahl von kleinen Stérungen nicht aus
der Ruhe bringen. (n)
113 Ich neige oft zu Hast und Eile, auch wenn es iiberhaupt nicht notwendig
ist.
115  Oft rege ich mich zu rasch iiber jemanden auf.
135 Ich bin leicht aus der Ruhe gebracht, wenn ich angegriffen werde.
4 Ich habe fast immer eine schlagfertige Antwort bereit. (n)
6 Ich scheue mich, allein in einen Raum zu gehen, in dem andere Leute
bereits zusammensitzen und sich unterhalten.
8 Ich wiirde mich beim Kellner oder Geschiftsfiithrer eines Restaurants
beschweren, wenn ein schlechtes Essen serviert wird. (n)
11 Ich bin ungern mit Menschen zusammen, die ich noch nicht kenne.
. 63 Es fallt mir schwer, vor einer groflen Gruppe von Menschen zu
2 sprechen oder vorzutragen.
= 73 Ich bin im Grunde eher ein dngstlicher Mensch.
% 81 Ich schlieBe nur langsam Freundschaften.
< 85 Ich werde ziemlich leicht verlegen.
© 97 Ich errote leicht.
109  Bei Geselligkeiten und offentlichen Veranstaltungen bleibe ich lieber
im Hintergrund.
120  Beim Reisen schaue ich lieber auf die Landschaft als mich mit den
Mitreisenden zu unterhalten.
124 Es fallt mir schwer, den richtigen Gespréchsstoff zu finden, wenn

ich jemanden kennenlernen will.

Anmerkung. Negativ gepolte Items sind mit (n) gekennzeichnet.
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C Abbildungen simulierte Wissensstruktur

Nachfolgend sind fiir die simulierte Wissensstruktur Iy die Parameterschétzungen in
Abhéngigkeit der wahren Parameterwerte abgebildet. Dies geschieht fiir jedes Modell
und jeden Dezimierungsmechanismus. Bei keiner Verzerrung sollten die Schétzungen

auf der 1. Winkelhalbierenden liegen.
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Abbildung C1. Parameterschétzung mit dem BLIMcopmp in Abhéingigkeit des wahren

Parameterwertes. Die durchgehende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende.
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Abbildung C2. Parameterschéitzung mit dem BLIMyaw in Abhéngigkeit des wahren

Parameterwertes. Die gestrichelte Linie zeigt die theoretisch zu erwartende Verzer-

rung, die durchgehende Linie die 1. Winkelhalbierende.
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Abbildung C3. Parameterschitzung mit dem IMBLIM in Abhéngigkeit des wahren

Parameterwertes. Die durchgehende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende.
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Abbildung CJ. Parameterschéitzung mit dem MissBLIM in Abhéngigkeit des wahren

Parameterwertes. Die durchgehende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende.
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D n-Parameter und Stichprobengroéfle

Wiederherstellung des n-Parameters in Abhéngigkeit der Stichprobengrofle.

—o— BLIMcomp —e— BLIMyaw == IMBLIM —e— MissBLIM

mcCyg mcyg
0.8-
0.4-
0.0- F*—i—i—i—‘——v % T3
U |
kSlO kSZO

Verzerrung der Schitzung

ikSC2 ikSc4
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Stichprobengrofie N

Abbildung D1. Verzerrung des n-Parameters der verschiedenen Modell gemittelt iiber
alle Aufgaben in Abhéngigkeit der simulierten Stichprobengréfie N und des Dezi-
mierungsmechanismus basierend auf der Wissensstruktur Ky, Zusétzlich sind die
Standardabweichungen als Fehlerbalken eingezeichnet. Die Abszisse ist zur Basis 2

logarithmiert.
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E Tabellen empirische Wissensstrukturen

Nachfolgend die Tabellen der mittleren Verzerrung und Streuung fiir die drei em-
pirischen Wissensstrukturen mit der Stichprobengrofle N = 3700. Diese erleichtern

den Vergleich mit den Ergebnissen basierend auf der simulierten Wissensstruktur.
Tabelle E1

Verzerrung und Standardabweichung der Parameterschdtzungen in Abhdngigkeit des
Modells und Dezimierungsmechanismus tber alle 12 Items gemittelt fir die auf Basis
der Wissensstruktur IC.,, simulierten Daten.

BLIMcomp BLIMyaw IMBLIM MissBLIM
Bias § Biasn Bias 8 Biasn Biasf Biasn Biasfg Biasnp

mc; —16.72 -0.27 -—-1542 -1.14 -16.26 —-0.19 -16.30 —0.18
mc; —18.56 —0.92 —-13.57 —-5.18 —-16.94 —-0.27 —-17.00 —0.26
mcyg —19.46 —-1.43 -10.23 —-10.36 —-16.84 —0.20 —-16.94 —0.22
mc;; —19.30 —-3.85 —6.91 -—-1595 —-17.57 —-0.28 —17.78 —0.32

ks; —-16.32 —-0.34 -16.03 —-2.58 -16.04 —-0.39 -15.39 —0.40
ks;  —16.58 —0.59 —15.11 —-11.73 —-15.57 —-0.78 —11.77 —0.81
ks;p —16.14 —-1.20 —-13.14 —-2347 —-1457 -1.66 —-7.10 —1.75
ks;; —16.33 —-3.38 —10.80 —35.12 —-13.04 2,57 —-4.69 —1.86

iks.; —20.74 —0.97 —9.55 0.00 —18.81 0.30 —-13.06 —0.41
iks.o —19.23 —-081 -—-12.14 =271 —-1756 —0.02 -16.81 —0.27
iks.3 —18.06 —0.56 —13.85 —8.32 —-1595 —-0.54 -16.18 —0.01
iks.s —16.30 —0.83 —14.08 —-14.63 —-15.06 —1.09 —12.04 —0.57

BLIMcoup BLIMyaw IMBLIM MissBLIM
SDB SDn SDB SDn SDB SDn SDB SDy

mc; 32.36 751  31.72 7.81  31.85 7.25  31.92 7.25
mcs 34.73 937 3351 1334  32.10 732  32.19 7.33
mcyg  J7.72 11.94 3735 2237  32.68 731 32.74 7.31
mcy;  46.16 2092 4140 3285 33.31 7.39  33.50 7.42

ks; 31.25 7.69  30.73 8.32  31.11 7.01  29.96 6.81
ks 31.67 1236 29.09 2274  31.66 7.656  24.70 6.77
ks 32.26  25.24 2573 4465  31.68 9.12  17.65 7.49
ks 33.42 5742 2176 6644 3146 < 11.28 13.71 7.41

iks. 38.11 6.90 3835 10.39  33.07 6.46  25.23 6.00
iksqo 35.49 791 3534 11.12  32.20 6.68  31.76 6.72
iks.3 33.90 10.74 3134 18.03  31.37 7.57  30.83 7.18
ikseq 31.77  14.65 28.15  28.60  31.12 8.32  24.82 7.15

Anmerkung. Alle Werte wurden mit 1000 multipliziert um die Darstellung zu verbessern.
Die simulierte Stichprobengrofie pro Datensatz war N = 3700 mit je 200 Datensétzen pro
Simulationsart.
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Tabelle E2

Verzerrung und Standardabweichung der Parameterschitzungen in Abhdngigkeit des
Modells und Dezimierungsmechanismus tiber alle 12 Items gemittelt fiir die auf Basis
der Wissensstruktur Kgyep, simulierten Daten.

BLIMcomp BLIMyaw IMBLIM MissBLIM
Bias § Biasn Bias 8 Biasn Biasf Biasn Biasf Biasnp

mc; —1.20 —6.47 054 —-633 -122 —-6.02 —-1.20 -6.05
mcs; —1.66 —9.09 760 =809 —-151 —6.25 —152 —6.28
mcyg  —2.39 —12.52 16.44 -1024 -—-135 —6.46 —1.39 —6.50
mcy;  —4.07 —15.28 24.60 -—-12.69 -1.80 —-6.82 —-1.80 —6.91

ks; -1.39 —-6.80 —-146 —6.56 —134 =595 —-1.35 —=5H.72
ks -130 -13.14 -159 -1046 —-0.87 —=7.46 —1.27 —5.82
ks;p —2.08 —1875 —1.39 —15.22 028 —-9.8 —-0.86 —5.70
ks;;  —3.38 —24.49 —1.17 —-19.96 1.34 —-12.61 —-0.49 —5.91

iks;, —3.28 —=5.79  20.68 —-6.26 —-2.75 477 —-1.79 —4.67
iks.o —2.26 —7.45 11.70  —-6.99 =209 =559 —-1.70 —-5.79
iks.s —1.51 —11.38 408 =926 —-101 —-7.00 —-145 —6.26
iks.s —1.30 —-14.37 -044 -11.66 —-0.29 817 —-1.14 —-5.74

BLIMcoup BLIMyaw TMBLIM MissBLIM
SD3 SDn SDB SDpy SDB SDn SDB SDy

mc; 7.64  13.62 7.16  13.25 731 1270 733 1276
mcs 11.13  19.20 15.10  16.57 7.79  13.32 7.81  13.35
mcyy  16.29 2545  29.76  21.04 8.46  13.61 8.57  13.73
mcs  23.05  31.95 43.67  26.82 8.81  14.85 8.88  15.02

ks; 7.84  14.31 7.60  13.47 7.59 1245 745  12.08
ks 9.04  26.16 733 21.07 7.10  14.89 6.90  12.20
ks1g 11.48  40.02 7.09 31.24 7.06 1891 6.28  12.09
ksis 1451  65.62 6.73  41.28 722 2273 5.90  12.15

ikscq 1546 1250 37.26  14.08 938 11.14 7.95  10.10
iksco 12.25 1570 2228  14.84 8.42  12.25 8.30  12.34
iks.3 10.28  23.17  10.72  18.73 7.24  14.18 7.34  13.08
iks.q 9.62  28.46 6.96  23.44 7.15  15.88 6.95 11.85

Anmerkung. Alle Werte wurden mit 1000 multipliziert um die Darstellung zu verbessern.
Die simulierte Stichprobengrofle pro Datensatz war N = 3700 mit je 200 Datensétzen pro
Simulationsart.
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Tabelle E3

Verzerrung und Standardabweichung der Parameterschitzungen in Abhdngigkeit des
Modells und Dezimierungsmechanismus tiber alle 12 Items gemittelt fiir die auf Basis
der Wissensstruktur Kges simulierten Daten.

BLIMcomp BLIMyaw IMBLIM MissBLIM
Bias § Biasn Bias 8 Biasn Biasf Biasn Biasf Biasnp

mc; —3.21 —-11.74 -0.24 -11.84 —-3.02 -11.14 —-3.03 —11.26
mc; —4.93 —14.70 1090 -15.13 -=-3.28 -—-11.13 —=3.29 —11.17
mcyg —7.56 —21.28 2442 -20.32 —-3.16 —-12.12 —-3.15 —-12.17
mcs; —14.45 —30.94 38.19 —26.20 —3.45 —-12.62 —3.50 —12.62

ks; -3.03 —-12.86 —-3.07 —-13.51 =294 —-11.96 —2.86 —11.04
ks -3.08 -20.70 -2.80 -21.22 —-2.00 -13.71 -2.14 —-9.23
ks;g  —3.57 —36.57 —247 -—-31.26 —-0.74 -16.80 —1.25 —8.57
ks;s =530 —34.98 —2.26 —40.93 0.36 —-20.29 —-0.78 —7.64

iks.; —9.63 —-10.88 3043 -—-11.86 —-491 -932 335 -—7.39
iks.s  —6.06 —13.73 1735 —-1383 —-383 —-11.03 —3.26 —11.26
iks.s —4.36 —17.47 5.06 —-1790 —-3.02 —-1231 —3.29 —11.53
iks.s —2.79 —-24.61 -—-1.16 -—23.17 —-1.49 -13.86 —2.16 —9.08

BLIMcoup BLIMyaw TMBLIM MissBLIM
SD3 SDn SDB SDpy SDB SDn SDB SDy

mc; 11.87 2812  10.57 26.86 11.07 27.16 11.12  27.44
mcs 17.00 3197 1738 2716 11.53  27.57 11.54  27.56
mcyy  26.69  41.98 3227  29.78 1223 2855 12.26  28.69
mcs;  48.00 63.57 48.14  34.23 1285 29.12 1291 @ 29.04

ks; 11.30  29.80 11.08 2797 11.13  28.28 10.67  26.13
ks 11.67  37.60 10.19  30.02 10.02  28.63 8.74  20.10
ks1g 14.31 64.76  10.16  38.58 9.90  30.70 8.22  17.63
ksys 15.34  76.75 9.89 49.61 9.69  32.75 7.61  15.65

ikscq 27.82 2783 3990  29.01 12.99 2691 11.00  20.95
iksco 19.34  31.04 25.09 2780 12.11  27.87 11.60  27.12
iks.3 14.95 3498 13.52 2815 11.37 2829 11.26  28.18
iks.q 1295 43.36  10.11  31.24  10.20  28.37 9.52 2249

Anmerkung. Alle Werte wurden mit 1000 multipliziert um die Darstellung zu verbessern.
Die simulierte Stichprobengrofle pro Datensatz war N = 3700 mit je 200 Datensétzen pro
Simulationsart.
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F Abbildungen empirische Wissensstrukturen

n-Schitzung: N = 3700

Nachfolgend sind fiir die empirischen Wissensstrukturen Ko, Kgep und Kges die n-
Parameterschéitzungen in Abhéngigkeit der wahren Parameterwerte fiir eine Stich-
probengrofle von N = 3700 abgebildet. Dies geschieht fiir jedes Modell und jeden

Dezimierungsmechanismus.
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Wahrer Parameterwert

Abbildung F1. Mittlere n-Parameterschéitzung des BLIMgonmp in Abhéngigkeit des
wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruktu-
ren Kepy, Kger, und Ky fiir eine Stichprobengréfie von N = 3700. Die durchgehende
Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die Standardabweichung ist als Fehlerbal-

ken eingezeichnet.
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Abbildung F2. Mittlere n-Parameterschéitzung des BLIMyaw in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruk-

turen Koy, Kgep, und Ky, fiir eine Stichprobengréfie von N = 3700. Die durchge-

hende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die gestrichelte die theoretisch zu

erwartende Verzerrung. Die Standardabweichung ist als Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung F3. Mittlere n-Parameterschiatzung des IMBLIM in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruktu-

ren Kepp, Kger, und Ky, fiir eine Stichprobengréfie von N = 3700. Die durchgehende

Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die Standardabweichung ist als Fehlerbal-

ken eingezeichnet.
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Abbildung F4. Mittlere n-Parameterschéitzung des MissBLIM in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruktu-

ren Kepp, Kger, und Ky, fiir eine Stichprobengréfie von N = 3700. Die durchgehende

Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die Standardabweichung ist als Fehlerbal-

ken eingezeichnet.
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Nachfolgend sind fiir die empirischen Wissensstrukturen K., Kger, und Ky die -

Parameterschéitzungen in Abhéngigkeit der wahren Parameterwerte fiir eine simu-
lierte Stichprobengréfie von N = 10000 abgebildet. Dies geschieht fiir jedes Modell

und jeden Dezimierungsmechanismus. Bei keiner Verzerrung sollten die Schétzungen

auf der 1. Winkelhalbierenden liegen.
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Abbildung F5. Mittlere S-Parameterschiatzung des BLIMcoyp in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruktu-

ren Koy, Kger, und KCges fiir eine Stichprobengréfie von N = 10000. Die durchgehende

Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die Standardabweichung ist als Fehlerbal-

ken eingezeichnet.
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Abbildung F6. Mittlere p-Parameterschitzung des BLIMyaw in Abhéngigkeit des
wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruktu-
ren Kepr, Kger, und Ky, fiir eine Stichprobengrofie von N = 10000. Die durchgehende
Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die gestrichelte die theoretisch zu erwar-

tende Verzerrung. Die Standardabweichung ist als Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung F7. Mittlere (-Parameterschéitzung des IMBLIM in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruk-

turen Kepp, Kgep, und Ky fiir eine Stichprobengréfie von N = 10000. Die durch-

gehende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die Standardabweichung ist als

Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung F8. Mittlere -Parameterschiatzung des MissBLIM in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruktu-

ren Kepr, Kger, und Ky, fiir eine Stichprobengrofie von /N = 10000. Die durchgehende

Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die Standardabweichung ist als Fehlerbal-

ken eingezeichnet.
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n-Schiatzung: N = 10000

Nachfolgend sind fiir die empirischen Wissensstrukturen K., Kgep und KCyes die
n-Parameterschitzungen in Abhéngigkeit der wahren Parameterwerte fiir eine simu-
lierte Stichprobengréfie von N = 10000 abgebildet. Dies geschieht fiir jedes Modell
und jeden Dezimierungsmechanismus. Bei keiner Verzerrung sollten die Schétzungen

auf der 1. Winkelhalbierenden liegen.
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Abbildung F9. Mittlere n-Parameterschitzung des BLIMcoump in Abhéngigkeit des
wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruktu-
ren Kepr, Kger, und Ky, fiir eine Stichprobengrofie von /N = 10000. Die durchgehende
Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die Standardabweichung ist als Fehlerbal-

ken eingezeichnet.
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Abbildung F10. Mittlere n-Parameterschiatzung des BLIMyaw in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruktu-

ren Kepr, Kger, und Ky, fiir eine Stichprobengrofie von /N = 10000. Die durchgehende

Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die gestrichelte die theoretisch zu erwar-

tende Verzerrung. Die Standardabweichung ist als Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung F11. Mittlere n-Parameterschiatzung des IMBLIM in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruk-

turen Kepp, Kgep, und Kyes fiir eine Stichprobengréfie von N = 10000. Die durch-

gehende Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die Standardabweichung ist als

Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung F12. Mittlere n-Parameterschéitzung des MissBLIM in Abhéngigkeit des

wahren Parameterwertes fiir jedes der 12 Items der drei empirischen Wissensstruktu-

ren Kepr, Kger, und Ky, fiir eine Stichprobengrofie von /N = 10000. Die durchgehende

Linie zeigt die 1. Winkelhalbierende und die Standardabweichung ist als Fehlerbal-

ken eingezeichnet.
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Wiederherstellung des latenten Wissenszustands
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Abbildung F13. Mittlere symmetrische Distanz in Abhéngigkeit des Modells und

Dezimierungsmechanismus basierend auf den Skalen Erregbarkeit, Gehemmtheit und

Gesundheitssorgen bzw. den unterliegenden Wissensstrukturen Ky, Kgep und Kyeg

fiir eine simulierte Stichprobengrofie mit N = 10000.
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